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REFACE 


本 学 习 指导 是 与 我 们 编写 的 教材 ( 微 积分 ) 配 套 的 辅导 用 书 . 

微 积分 是 高 等 院 校 的 重要 基础 课 之 一 , 它 不 仅 是 后 续 课 程 学 习 及 在 各 个 学 科 领 域 中 进 
行 研究 的 必要 基础 ,而 且 对 学 生 综合 能 力 的 培养 起 着 重要 的 作用 ,同时 更 是 考研 数学 试题 的 
重要 组 成 部 分 . 为 更 好 地 指导 学 生 学 好 这 门 课程 ,加 深 学 生 对 所 学 内 容 的 理解 和 掌握 ,提高 
其 综合 运用 知识 解决 问题 的 能 力 ,我 们 组 织 编写 此 书 . 本 书 按 教材 章节 顺序 编排 ,与 教材 保 
持 一 致 .全书 共 5 章 , 每 章 又 分 4 个 板块 , 即 大 纲要 求 及 重点 内 容 \ 内 容 精 要 、 题 型 总 结 与 典 
型 例题 . 课 后 习题 解答 ,对 现行 教材 逐 章 逐 节 同 步 辅导 . 各 板块 具有 以 下 特点 : 

1. 大 纲要 求 及 重点 内 容 部 分 列 出 了 国家 教学 大 纲 对 本 章 内 容 的 基本 要 求 ,帮助 同学 们 
明确 本 章 应 该 掌握 的 数学 概念 及 相关 知识 . 

2. 内 容 精 要 部 分 对 每 章 的 内 容 都 给 出 了 简明 的 摘要 ,用 以 帮助 读者 理解 和 记忆 本 书 中 
的 主要 概念 .结论 和 方法 ,对 本 章 有 一 个 全 局 性 的 认识 和 把 握 . 

3. 题 型 总 结 与 典型 例题 部 分 ,选取 了 近 几 年 的 考研 题 和 竞赛 题 作为 例题 ,并 进行 了 详 
细 的 解答 . 每 种 题 型 的 解法 都 具有 代表 性 . 读者 可 以 通过 典型 例题 既 对 这 部 分 知识 消化 理 
解 , 和 掌握 了 常见 的 解 题 方法 与 技巧 ,又 扩充 了 知识 面 ,同时 也 做 到 举一反三 , 触 类 旁 通 . 

4. 课 后 习题 解答 部 分 ,是 对 《 微 积 分 ) 一 书 的 课 后 习题 的 详细 解答 ,用 以 帮助 读者 在 完 
成 课 后 习题 遇 到 困难 时 参考 查阅. 对 于 课 后 习题 ,希望 读者 在 学 习 过 程 中 , 先 独立 思考 , 自 
已 动手 解 题 ,然后 再 对 照 检查 ,不 要 依赖 于 解答 . 

本 书 既 是 大 学 本 科学 生 学 习 微 积分 有 益 的 参考 用 书 , 又 是 有 志 考 研 同 学 的 良师益友 , 相 
信 通 过 对 本 书 的 系统 阅读 ,会 对 学 好 微 积 分 有 很 大 帮助 . 

本 书 由 大 连 民 族 大 学 理学 院 组 织 编写 ,由 王 金 芝 、 齐 淑 华 主编 ,参加 编写 的 有 刘强 、 张 誉 
铎 . 李 娇 . 理学 院 领 导 和 同事 们 对 本 书 的 编写 提出 了 宝贵 的 意见 和 建议 ,在 此 表示 感谢 . 

由 于 作者 水 平 有 限 ,难免 有 踢 漏 ` 不 足 或 错误 之 处 , 敬 请 同行 和 广大 读者 指正 . 
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第 人 《17 章 


,1 大 纲要 求 及 重点 内 容 


1. 大 纲要 求 

(1) 理解 函数 的 定义 ,掌握 函数 定义 的 两 个 要 素 ,会 求 函数 的 定义 域 , 值 域 及 函数 值 . 

(2) 加 深 对 函数 的 奇偶 性 .单调 性 .周期 性 和 有 界 性 等 函数 基本 性 质 的 了 解 ,会 判断 函 
数 的 奇偶 性 .单调 性 , 熟 记 一 些 常见 的 有 界 函 数 和 周期 函数 . 

(3) 了 解 反 函数 的 概念 ,会 求 反 函 数 . 理解 复合 函数 的 概念 ,会 进行 函数 的 复合 运算 和 
复合 步骤 的 分 解 . 

(4) 掌握 基本 初等 函数 的 函数 关系 式 、 定 义 域 和 值 域 ,性质 和 图 像 . 理解 初等 函数 的 概 
念 ,了 解 分 段 函数 的 概念 及 相关 问题 . 

(5) 会 建立 简单 物理 .经济 等 实际 问题 中 的 函数 关系 式 , 掌 握 一 些 常见 的 经 济 函 数 ， 

(6) 理解 极限 的 概念 ,会 用 两 个 重要 极限 求 极限 . 

(7) 了 解 无 穷 小 、 无 穷 大 以 及 无 穷 小 的 阶 的 概念 ,会 用 等 价 无 穷 小 代 换 求 极限 . 

(8) 理解 函数 在 一 点 连续 和 在 一 个 区 间 上 连续 的 概念 .了 解 函 数 间 断 点 的 概念 ,会 
判断 间断 点 的 类 型 ;了 解 初等 函数 的 连续 性 ,会 讨论 简单 初等 函数 和 分 段 函 数 的 连续 性 
问题 . 

(9) 了 解 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 , 会 用 介 值 定理 证 明 简单 的 命题 . 

2. 重点 内 容 

(1) 复合 函数 \ 反 函数 ,分 段 函数 、 函 数 记 号 的 运算 、 基 本 初等 函数 及 其 图 像 、 初 等 函数 
的 概念 . 

(2) 准确 理解 极限 的 概念 ,性质 和 极限 存在 的 条 件 , 求 出 各 种 极限 . 

(3) 比较 无 穷 小 的 阶 , 用 等 价 无 穷 小 代 换 求 极限 . 

(4) 判断 函数 的 连续 性 及 间断 点 的 类 型 . 

(5) 利用 零点 存在 定理 证 明 方程 根 的 存在 性 . 
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1. 函数 

(1) 函数 的 概念 

@ 函数 设 zx 和 > 是 两 个 变量 ,D 是 一 个 给 定 的 非 空 数 集 ,如 果 对 于 每 个 数 zxED, 变 
量 > 按照 一 定 的 对 应 法 则 了 总 有 确定 的 数值 和 它 对 应 , 则 称 > 是 xz 的 函数 , 记 作 y= 了 f(x).zx 
叫做 自 变量 ,y 叫做 因 变 量 , 数 集 DD 叫做 这 个 函数 的 定义 域 . 

一 个 函数 当 它 的 定义 域 及 对 应 法 则 确定 后 ,这 个 函数 就 确定 了 ,所 以 ,定义 域 和 对 应 法 
则 称 为 函数 的 两 要 素 . 

注 : 两 个 函数 的 定义 域 及 对 应 法 则 相同 , 则 这 两 个 函数 相同 ,而 与 自 变量 用 什么 表示 无 
关 . 如 y= 二 sinz 与 y= 二 sint 是 相同 的 函数 . 

@ 定义 域 函数 的 定义 域 就 是 使 函数 y= f(x) 有 意义 的 自 变 量 xz 的 全 体 取 值 所 组 成 
的 集合 , 记 作 D( 记 .在 实际 问题 中 ,函数 的 定义 域 往往 由 问题 的 实际 意义 来 确定 . 

(2) 函数 的 基本 性 质 

@ 有 界 性 ” 设 数 集 X 是 函数 f(x) 的 定义 域 的 一 个 子 集 . 如 果 存 在 常数 M, 使 得 : 

。 对 于 任意 xEX, 有 不 等 式 f(z) 三 M 成 立 , 则 称 函数 f(x) 在 XX 上 有 上 界 . 

。 对 于 任意 xEX, 有 不 等 式 F(z) 三 M 成 立 , 则 称 函数 F(z) 在 X 上 有 下 界 . 

。 对 于 任意 zxEX, 有 不 等 式 | f(x) | 三 M( 这 里 M 二 0) 成 立 , 则 称 函 数 f(x) 在 X 上 

有 界 . 

。 若 对 任意 的 M>0, 都 存在 zxEX,. 有 |7Fz)| 三 M 成 立 , 则 称 函数 f(x) 在 上 无 界 . 

注 “有 界 函 数 f(z) 在 XX 上 的 图 像 夹 在 两 条 平行 线 y 一 M,y 王 一 M 之 间 . 

@ 单调 性 设 函 数 f(z) 的 定义 域 为 D, 区 间 ICD, 对 于 了 内 任意 两 点 x1,zs, 若 : 

。 当 如 达 zz 时 , 恒 有 f(z) 三 f(xz), 则 称 函 数 f(z) 在 了 内 是 单调 增加 的 . 

。 当 妈 达 xs 时 , 恒 有 f(x) 三 f(zxz), 则 称 函数 f(x) 在 I 内 是 单调 减少 的 . 

注 单调 增加 函数 的 图 像 从 左 往 右 是 上 升 的 ;单调 减少 函数 的 图 像 从 左 往 右 是 下 降 的 . 

@@ 奇偶 性 ” 设 函 数 f(z) 的 定义 域 D 关 于 原点 对 称 ,如 果 : 

。 对 于 任意 xED, 恒 有 f( 一 z+) 二 一 f(z), 则 称 f(x) 为 奇 函数 ; 

。 对 于 任意 zxED, 恒 有 f( 一 z+) 二 f(x), 则 称 f(x) 为 偶 函 数 . 

注 奇 函 数 的 图 像 关 于 原点 对 称 ; 偶 函 数 的 图 像 关于 > 轴 对 称 . 

@ 周期 性 ”对 于 函数 f(x) ,如 果 存 在 一 个 不 为 零 的 数 了 ,使 得 对 于 定义 域内 的 任何 z， 
Z 士 工 仍 在 定义 域内 , 且 关系 式 f(z 十 T) 二 f(z) 恒 成 立 , 则 称 jz) 为 周期 函数 . T 称 为 它 的 
一 个 周期 . 

注 ”函数 的 周期 是 指 它 的 最 小 正 周期 ;周期 为 工 的 周期 函数 的 图 像 ,在 长 度 为 工 的 任 
何 区 间 上 有 相同 的 形状 . 

(3) 复合 函数 

若 函 数 y= 二 了 (ww) 的 定义 域 为 Di ,函数 二 g(x) 在 数 集 D, 上 有 定义 ,对 应 的 值 域 W: 一 
{ulu 二 g(x),zTED;), 并 且 WCDi ,那么 对 于 每 个 数值 zxE D; ,有 确定 的 数值 EW 与 
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值 对 应 . 由 于 这 个 值 x 也 属于 函数 > 一 /zx) 的 定义 域 D, ,因此 有 确定 的 值 y 与 值 x 对 应 ,这 
样 对 于 每 个 数值 <xE D: ,通过 w 有 确定 的 数值 y 与 x 对 应 ,从 而 得 到 一 个 以 z 为 自 变 量 ,y 
为 因 变量 的 函数 ,这 个 函数 称 为 由 函数 y= 二 f(w) 及 4 二 g(x) 复 合 而 成 的 复合 函数 , 记 作 y 一 
fLg(z) ,而 称 为 中 间 变 量 . 

注 不 是 任意 两 个 函数 都 能 复合 成 一 个 复合 函数 的 . 复合 函数 可 以 有 多 个 中 间 变 量 . 

将 4 二 g(xz) 代 入 y= 二 f(w) 中 的 运算 就 是 函数 的 复合 运算 ;从 复合 函数 >= FLP(Cz)] 中 分 
解 出 y= 二 ff(w) 和 w= 二 p(x) 的 运算 就 是 分 解 复合 步 又 的 运算 . 

函数 的 复合 运算 是 不 同 于 函数 的 四 则 运算 及 其 他 运算 的 一 种 独特 的 运算 , 它 具 有 内 层 
函数 与 外 层 函 数 环 环 相 扣 的 所 谓 “ 函 数 的 函数 ”这 样 一 个 特征 ,所 以 分 清 中 间 变 量 与 自 变 量 
是 理解 和 解决 复合 函数 问题 的 关键 ,对 于 一 元 函数 和 多 元 函数 都 是 如 此 . 

(4) 反 函 数 

设 y= 二 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 ,对 应 的 函数 值 集 合 为 Y= 二 {y|y 二 f(x),xED), 如 果 对 
于 每 个 数 yEY ,按照 对 应 法 则 f(x) 二 y, 在 I 中 有 唯一 的 数 x 与 y 对 应 , 则 称 这 样 得 到 的 函 
数 为 y= F(z) 在 区 间 工 上 的 反 函 数 , 记 为 zx= 广 :(y) ,或 按 字母 使 用 习惯 记 为 y= 广 !(z)， 
而 y= 二 f(x) 称 为 直接 函数 . 

注 反 函 数 定义 域 和 值 域 与 直接 函数 的 值 域 和 定义 域 对 应 相等 . 互 为 反 函 数 的 两 个 函 
数 的 图 像 关 于 直线 > 一 zx 对 称 . 

(5) 基本 初等 函数 

常 值 函 数 、 短 函数 ,指数 函 数 、 对 数 函 数 , 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 统称 为 基本 初等 函数 . 

(6) 初等 函数 

由 常数 及 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 有 限 次 的 复合 步骤 所 构成 ,并 且 可 以 用 
一 个 式 子 表示 的 函数 ,叫做 初等 函数 .是否 为 初等 函数 主要 取决 于 函数 中 的 运算 是 否 为 四 则 
运算 和 复合 运算 ,并 且 运 算 的 次 数 是 否 为 有 限 次 . 

(7) 分 段 函 数 

在 定义 域 的 不 同 部 分 用 不 同 的 解析 式 来 表示 的 函数 就 是 分 段 函数 . 由 于 分 段 函 数 是 一 
个 函数 ,所 以 它 的 定义 域 是 各 段 定 义 域 的 并 集 . 讨论 分 段 函 数 时 ,还 要 特别 注意 在 相 邻 两 段 
分 段 点 处 函数 是 如 何 定 义 的 . 

(8) 常见 的 经 济 函 数 

收入 函数 R= 二 R(x) ,成 本 函数 C= 二 C(x) ,利润 函数 工 ==L(x) 二 R(x) 一 C(x) ,需求 函数 
ZX 二 X(P) ,供应 函数 Q=Q(CP) 都 是 常见 的 经 济 函 数 ,其 中 工 表示 产 ( 销 ) 量 ,P 表示 价格 ,每 
个 具体 的 经 济 函数 要 根据 实际 的 经 济 问题 来 确定 . 

2. 极限 

(1) 数列 极限 、 函 数 极限 定义 ( 略 ) 

(2) 无 穷 小 与 无 穷 大 

无 穷 小 若 limy(z) 一 0( 或 lim yz) 一 0), 就 称 函 数 f(z) 当 zx 一 zo (或 xz 一 2) 时 为 无 
穷 小 . 

注 ”Q@ 无 穷 小 是 以 0 为 极限 的 变量 . 

@ 说 到 无 穷 小 ,必须 指明 自 变 量 的 变化 过 程 . 


@ 第 1 章 函数 .极限 和 连续 


@@ 无 穷 小 与 绝对 值 很 小 的 数 不 能 混为一谈 . 
@ 零 是 唯一 可 以 作为 无 穷 小 的 常数 . 
无 穷 大 
@ 若 lim FGz)=co, 则 称 函 数 fxz) 当 zxzo(Cz 一 co) 时 为 无 穷 大 . 
全 车 lim f(x) 二 十, 则 称 函数 FCz) 当 xz 一 xzoCz 一 co) 时 为 正 无 穷 大 . 
@ 车 lim 了 f(z) 二 一 中 , 则 称 函数 FCz) 当 zzo(Cz 一 co) 时 为 负 无 穷 大 . 
注 ” Q@ 无 穷 大 是 变量 . 
@ 说 到 无 穷 大 ,必须 指明 自 变 量 的 变化 过 程 . 
@ 无 穷 大 与 绝对 值 很 大 的 数 不 能 混为一谈 . 


等 价 无 穷 小 代 换 车 a~a ,8B~P, 且 lim 名 存在, 则 lim =lim 多 . 

这 表明 , 求 两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 时 ,可 以 用 等 价 无 穷 小 来 代替 . 

(3) 函数 的 连续 性 

QO 连续 的 定义 

定义 1 记 Ay==f(zo 十 Az) 一 f(zxo), 称 为 f(x) 在 zz 的 增 量 , 若 limAy 一 0, 则 称 f(x) 
在 ze 处 连续 . 

定义 2 设 jz) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,车 limf(z) 二 f(zo), 则 称 了 f(z) 在 xo 处 连 


注 中 连续 函数 的 图 像 是 一 条 连续 不 间断 的 曲线 . @ 一 般 的 证 明 性 命题 用 函数 连续 的 
第 一 个 定义 较 方便 ;判断 函数 在 某 点 连续 ,尤其 是 判断 分 段 函 数 在 分 段 点 处 是 否 连续 用 定义 
2 较 方便 . 

@ 单 侧 连 续 

。 若 f(z) 在 点 xo 的 某 个 左 邻 域内 有 定义 , 且 lim 了 (zx) 三 f(zo), 则 称 f(z 在 zo 点 左 


连续 ; 
”车 f(x) 在 点 xo 的 某 个 右 邻 域内 有 定义 , 且 lim f(z) 二 f(zo), 则 称 f(z) 在 xo 点 右 


连续 . 
f(z) 在 zo 点 连续 的 充 要 条 件 是 f(z) 在 ze 点 既 左 连续 ,又 右 连续 , 即 
limf(zx) = f(zxo) lim f(x) lim f(z) fro). 


rz0 0 


区 间 上 连续 ”车 函 数 f(x) 在 开 区 间 (a,5) 内 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 f(z) 在 (a,5) 内 连 
续 ; 若 f(z) 在 (a,b) 内 连续 , 且 lim 了 (2) 二 fa), lim 了 (zx) 二 (5), 则 称 f(z) 在 [a,b] 上 


连续 . 
人 间断 点 
定义 若 f(z) 在 xo 处 出 现 以 下 3 种 情形 之 一 : 
。 f(z) 在 ze 处 无 定义 ; 
limf(z) 不 存在 ; 
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。 limf(x) 关 f(xo), 
则 称 f(x) 在 z=xo 处 间断 , 称 ze 为 f(x) 的 间断 点 . 


间断 点 的 类 型 设 z 为 f(x) 的 间断 点 . 
第 一 类 间断 点 lim f(x) 与 lim f(x) 都 存在 ,zx。 称 为 (xz) 的 第 一 类 间断 点 .第 一 类 间 
断 点 分 为 可 去 与 跳跃 两 类 : 


可 去 间断 点 lim f(x) 与 lim f(x) 都 存在 且 相 等 . 
跳跃 间断 点 ，lim f(z) 与 lim f(z) 都 存在 但 不 相等 


zzx0 ne 


第 二 类 间断 点 lim f(z) 与 lim f(x) 中 至 少 有 一 个 不 存在 , 则 称 ze 为 f(x) 的 第 二 类 
。 无 穷 间 断 点 : lim f(x) 与 lim f(x) 中 至 少 有 一 个 极限 为 无 穷 大 . 
”振荡 间断 点 :lim f(x) 与 lim f(x) 中 至 少 有 一 个 极限 不 存在 且 振 荡 . 


2 Ene 


3. 重要 公式 和 定理 
(1) 重要 公式 
全 有 limG1 十 z) 主 一 e， im 人 (1+ 二 ] =。 


z0 并 
SinpCZ) ; 二 二 
推广 lim 一 1， lim (1 十 p(Zz))75 一 ey lim | 1 十 一 e. 
CD-0 OP() Hz)—0 HI)>o g(x) 


oo, m>n, 


ml m1] 和 7 
@ 抓 大头 公 式 lim ta lim®e2 ,m=n, m,n>0. 


ae 二 二 ai hh 
0， m=n, 
何谓 “ 抓 大 头 ”, 即 分 子 分 母 都 抓 最 大 那 一 项 ,同一 数量 级 的 认为 不 能 忽略 . 
@ 常用 极限 


limnw =1(a>0); lim 思 一 1; limg"=0(|g|=1); lim® =0(a>0); 


lim e 一 lim ef 一 co; 

1 oe 4 RE 

lim x*=1; limx==0; limx*=1; lim =0(a>0,p>0); 
z+o0 0+ 0 z+ 


nx 2 工 
lim arctanz 一 一 了 3; lim arctanz 一 二; lim arccotr 一 T; lim arccotz 一 0. 
二 2 zo 2 zo z+ 


人 中 无 穷 小 的 比较 设 lim a(x)=0, lim B(x)=0. 


0， 则 称 cCz) 是 B(x) 的 高 阶 无 穷 小 , 记 为 a(x) 二 0(B)， 
若 limeCz) 一 ops 则 称 a(zx) 是 BCz) 的 低 阶 无 穷 小 ， 
BCz) |CCC 关 0)， 则 称 c(Cz) 是 BCz) 的 同 阶 无 穷 小 ， 
ls 则 称 a(zx) 是 BCz) 的 等 价 无 穷 小 , 记 为 <(z) 一 BCzr). 
若 limacz) 一 C(C 天 0), 人 >0, 则 称 x(z) 是 BCz) 的 大 阶 无 穷 小 


BCzy 
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名 无 穷 小 的 阶 的 运算 法 则 

若 z 0, 则 : 

。 m>n,o(x”)+to(7z")=o(x") ,0(7x")+to(7x")=o(7x"); 
o(kx")=0(x")s 


xX"0(7")=0(x"t"); 


若 g(r) 有 界 时 , 则 p(x)o(zx”) 二 o(x"); 


i 


ee o(x"”) * o(X")=o0(x 
@ 关于 等 价 无 穷 小 

。 当 z >0 时 ,zi 十 雄一 Za 

。 当 pCz) 一 0 时 ,p(Cz) 十 oCpCz)) 一 pCz). 

例如 , 当 x 一 0 时 ,zs 一 o(3z), 则 zz 十 3z 一 3zj1 一 cosz 一 o(z) , 则 zx 十 (1 一 cosz) 一 7 
。 当 xz 一 0 时 


Silt* £5 vi arcSsinZr 一 T， arctanz 一 Z， lnk1 赴 2) 一 到 
四 1 。 全 
i a’—1~zxlna, 1 一 cosZz 一 77 ， (ll 


当 x01t 时 ,x* 一 ]=e™ 一 1]~xlnzx. 

当 w 1 时 ylnz~z—l, 

。 推 广 将 上 面 的 xz 都 换 成 p(xz) 等 价 仍 成 立 , 即 当 PCz) 一 0 时 

sinp(Z) 一 PCZ)， tanp(Z) 一 PCZ)， arcsinp(Z) 一 PCZ)， arctanp(z) 一 PCZ)， 
a —1~p(z)lna, ln(1 十 P(z)) 一 PC(z)， er 一 1 一 p(z)， 


(+8CnD) "一 1~ag(z)， 1 一 cosg(z) 一 二 (CD)2. 


当 p(z) 一 1 时 ,lnp(z) 一 p(z) 一 1. 
。 更 进一步 的 等 价 我 们 也 经 常用 , 求 极 限时 更 简便 (由 第 3 章 的 泰勒 公式 可 推导 下 面 


的 等 价 关系 ). 
当 z 一 0 时 
Si arcsinz 一 5 
s 了 67 sinz 一 7 一 
tanz 一 ny rctanz— A 
TT arctanzx—zx 了 
人 一 sinz~™ i = a ve ee 
: 2 Tors DT 


将 上 面 的 部 换 成 p(xz) 等 价 关系 仍 成 立 . 
@ 求 两 个 无 穷 小 比 的 极限 时 ,可 用 等 价 无 穷 小 的 代 换 


设 a~a ,8~p ,和 且 lim 名 存在 , 则 lim 县 也 存在 :有 lim f=lim b. 


这 是 因为 lim 上 lim (f+§ B. 加 lim plim Blim 人 lim 有 

a Bb a 
在 求 无 穷 小 比 的 极限 ,而 分 子 或 分 母 为 两 个 无 穷 小 的 oni :可 用 等 价 无 穷 小 代 换 : 
设 a~a ,B~B ,车 : 


1.2 内 容 精 要 中 


lin 全 取 1, 则 在 求 谣 限 时 可 用 等 价 无 穷 小 代 换 a 
lm 多 zl , 则 在 求 极限 时 可 用 等 价 无 穷 小 代 换 a 十 8~a' 十. 


tan3z— sinzx y 
例 如 ， , 求 lmineiTeaCeET， 因 为 


和 


且 limtan3z 一 lim3z 一 3 瑚 1, limln(L 十 5z) 一 lim5z 一 5 天 1, 所 以 
z=0 SINX "0X 0 @—1] 
tan3z— sinz 二 
lim lim 


20ln(l+5z)—(e—1) 05x—x a047 

(2) 数列 极限 的 性 质 及 判定 

收敛 数列 的 性 质 : 

@ 若 {z} 收 敛 , 则 其 极限 唯一 ; 

@ 若 {z} 收 敛 , 则 {z,} 有 界 , 其 逆 不 真 . 

收敛 数列 的 判别 法 : 

@ 单调 有 界 数列 {zx,) 必 有 极限 ; 

@ 夹 台 定 理 设 存在 自然 数 N, 当 nn 二 N, 恒 有 pm 入 mm 入 am, 若 limyw = limz, 三 7, 则 
limz, =1. 

(3) 函数 极限 的 重要 定理 

定理 1( 常 用 于 判别 函数 的 连续 性 ) limf(z) AS limf(z)= limf(x)=A. 


定理 2( 常 用 于 极限 的 证 明 或 计算 中 ) ”limf(zx) 二 A 今 f(z) 二 A 十 a(x), 其 中 
lima(z) 一 0. 


定理 3( 函 数 极限 的 保 号 性 定理 ) 若 lim F(z)=A,A> 二 0( 或 A 一 0) , 则 存在 一 个 6 二 0， 
当 zE(zo 一 9,zo 十 9) ,z 天 xzo 时 , f(x) 之 0( 或 f(z) 二 0). 
定理 4( 函 数 极限 的 保 号 性 定理 的 逆 定 理 ) 若 lim F(Cz)= 一 A,jz) 二 0( 或 f(z) 二 0) 则 


A 宇 0( 或 A<0). 

定理 5( 夹 逼 准则 ,常用 于 求 极限 ) ” 设 在 z 的 邻 域 内 ,人 恒 有 g(x) 三 f(z) 三 y(x), 且 
limg(7)=limy(7)=A, 则 limf(x)=A. 

定理 6( 无 穷 小 的 运算 性 质 及 规律 ) 

Q@ 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 仍 为 无 穷 小 ; 

@ 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 仍 为 无 穷 小 ; 

@ 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 仍 为 无 穷 小 ; 

@ limf(x)g(x)=A Blimg(zr)=°°, 则 limf(x)=0; 


© lim {Y=AH limg()=0 0, 则 limf(x)=0. 
了 本 (天 小 无 大 的 和 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,如 果 f(x) 为 无 穷 


小 , 且 f(x) 去 0， 则 Fz 二 为 无 穷 大 ; 反之 ,如 果 f(x) 为 无 穷 大 ， 则 元 本 7 为 无 穷 小 , 
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定理 8( 初 等 函数 的 连续 性 ) 初等 函数 在 其 定义 域 子 区 间 上 连续 . 

定理 9( 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ) 

@ (连续 函数 的 有 界 性 ) 若 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 有 界 ; 

@ (最 值 定理 ) 若 函数 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 , 则 在 [a.5] 上 f(z) 能 取得 最 大 值 与 最 小 值 ; 

加 〈 介 值 定理 ) 若 函数 f(z) 在 [a,b5j] 上 连续 , 且 yy 介 于 f(a),f(0) 之 间 , 则 在 [a,5] 上 存 
在 & 使 得 f (6)==; 

@ (零点 存在 定理 或 根 的 存在 定理 ) 若 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,上 且 f(a)。，f(4) 二 0, 则 
在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 Fe) 一 0. 


EL.3_ 题 型 总 结 与 典型 例题 


重点 题 型 1. 求 函数 的 极限 ;2. 无 穷 小 的 比较 与 阶 的 确定 ;3. 极限 中 常数 的 确定 ;4. 判 
断 函 数 的 连续 性 及 间断 点 的 类 型 ,特别 是 分 段 函数 在 分 段 点 处 的 连续 性 ;5. 闭 区 间 上 连续 函 
数 的 零点 定理 和 介 值 定理 . 

1. 函数 及 其 性 质 

题 型 1-1 函数 的 定义 域 

【 解 题 思路 】 求 函 数 的 定义 域 时 ,一 般 要 根据 分 母 不 为 零 , 负 数 不 能 开 偶 次 方 、. 负 数 和 
零 无 对 数 ,Ar 无 余 切 ,kx 十 也 无 正切 ,以 及 绝对 值 大 于 1 时 无 反正 弦 和 反 余 弦 等 原则 列 出 不 
等 式 ( 组 ) , 求 得 其 解 即 为 所 求 函 数 的 定义 域 . 

例 1.1 求 函数 f(x)==lg (4 一 z) 十 Vz 十 3xz 一 10 的 定义 域 . 
《一 二 05 
好 二 3z 一 10 之 


解 依 是 意 | ， 解 之 得 2 和 x 二 4, 即 函数 的 定义 域 为 (+12 达 x 二 4) 一 


[本 
例 1.2 设 jz) 的 定义 域 为 [0,3], 求 sgCz)=FGtanz) 的 定义 域 . 
解 ”因为 f(x) 的 定义 域 为 [0,3], 所 以 0 过 tan?x 志 3, 由 tan?x 声 3, 得 到 一 V3 三 tanx 声 


M3, 因而 tan( 一 本 janzstan 本 


由 tanz 的 周期 性 ,得 (x) 的 定义 域 为 (x 


tr- <z<er+ 呈 | 


例 1.3 函数 f(x) 的 定义 域 为 [0,1], 求 f(a 十 xz) 十 f(a 一 +) (a 这 0) 的 定义 域 . 
解 ” 因 为 函数 f(x) 的 定义 域 为 [0.1], 故 函 数 f(a 十 x) 十 f(a 一 +) 的 xz 应 满足 
0<a+z<1, = 
0a—zx1, 其 们 et 
因为 a0, 所 以 有 一 a 二 a. 当 a 一 1 二 1 一 a 时 ,上 面 的 不 等 式 组 有 解 ,否则 无 解 , 即 当 
0 二 a 三 1 时 , 不 等 式 组 有 解 . 


当 一 a<a 一 1, 即 去 a<l 时 ,不 等 式 组 的 解 如 图 1-1(a) 所 示 , 函 数 的 定义 域 为 [ae 一 1， 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 2 


1 一 a]. 当 一 a 之 a 一 1, 即 < 二 去 时 ,不 等 式 组 的 解 如 图 1-1Cb) 所 示 , 函数 的 定义 域 为 [一 a,a] 


一 


LL dl TE I MS ek WW OE 
-l-a al0l-a al -la-l -a0a lol 
(a) (b) 


题 型 1-2 ”函数 概念 的 理解 

【 解 题 思路 】〗】 函数 关系 式 的 确定 只 取决 于 函数 的 定义 域 和 函数 对 应 关系 ,定义 域 和 对 
应 法 则 相同 表示 同一 函数 . 

例 1.4 0) 函数 f(z) 一 ln 与 g(x) 一 In(1 二 x) ln(1 一 zx) 是 否 为 同一 函数 . 


(2) 函数 f(z) 二 zx 与 g(x) 二 Vz 是否 为 同一 函数 . 
3 Z 志 1， 
(3) 设 F(z) 王 arcsinz， 一 1<z<1, 求 7C-3) (去 ],7C2). 
1 十 z， Z 委 一 1， 
解 (1) 是 .由 于 f(z) 与 g(x) 的 定义 域 都 是 一 1 二 x 二 1, 对 应 法 则 也 相同 ,所 以 它们 是 
同一 函数 . 
(2) 不 是 .虽然 f(x) 与 g(x) 的 定义 域 都 是 (一 ,十 吕 ) ,但 它们 的 对 应 法 则 不 一 样 ,所 
以 它们 不 是 同一 函数 . 


(3) f(—3)=1+(—3) 2,7( 主 ] arcsin 二 于 ,7(2) 一 3 一 9 


题 型 1-3 ”函数 的 简单 性 态 的 判别 
【 解 题 思路 】 函数 的 奇偶 性 和 周期 性 是 在 定义 域 上 讨论 的 ,而 单调 性 和 有 界 性 是 在 有 
定义 的 某 区 间 上 讨论 的 . 


人 
例 1.5 设 f(z) 一 二 十 5 


,证 明 F(z) 在 (一 cc ,十 cc) 上 有 界 . 


_ | 好 十 3 
证 明 因为 | f(x)|= 45| <1+ 


本 加 
| 大 1+ 羡 一 二， 所 以 天 一 至 了 在 


2 
2 上 5 
(一 ce, 十 co) 上 有 界 . 


例 1.6 证 明 函 数 > 一 [二 在 (一 ,1) 内 单调 增加 . 


证 明 任 取 zzzE( 一 co,1) ,不 妨 设 xz 二 xs, 则 有 


Xl 2 7 Wt 


1 一 2 1 一 sz (1 一 zi)(]1 一 zz) 


fxr) 一 FrCzs) =0, 即 f(x1) < zs)， 


故 函 数 > 一 [过 -在 (一 =,1) 内 单调 增加 . 


例 1.7 设 f(x) 是 周期 为 6 的 奇 函数 , 且 f(x) 二 =x? 一 27 xzE[0,3], 求 f(11). 
解 f(11)=f 了 (5 十 6)=f(5)=f( 一 1 十 6)=f( 一 = 一 f(1) (12 一 2X1) 一 1. 
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题 型 1-4 求 复合 函数 

【 解 题 思路 】 函数 的 复合 运算 是 不 同 于 函数 的 四 则 运算 及 其 他 运算 的 一 种 独特 运算 
它 具 有 内 层 函 数 与 外 层 函 数 环 环 相 扣 的 所 谓 “ 函 数 的 函数 ”这 样 一 种 特征 ,所 以 分 清 中 间 变 
量 与 自 变 量 是 理解 和 解决 复合 函数 问题 的 关键 . 

例 1.8 将 下 列 函 数 拆 开 成 若干 基本 初等 函数 : 

(1) y 一 sinz (1 十 2z); (2) y=10%»". 

解 (1) y=w,u=sinv,v 二 1 十 2x; (2) y=10",u=v ,v=2zx—1. 


例 1.9 设 y=f(u) 二 arctanu,u 王 g(t) 1 $7)=z 一 1, 求 f{gL$(z)]). 


At 
4 | 
总 (8(CZz)) 一 一 (x)」} = 
解 ” 由 题 意 得 p($(x)) Te J , 故 f{g[$(x)]) =arctan 7 


例 1.10 设 f(z+i ]=* ?十 三 ; 求 f(z). 


并 


解 因为 /(z1 :| ee 上 (= 1) 2, 令 4 二 二 二 , 则 7) 一 2, 故 f(x) 


2Z2 一 2. 


题 型 1-5 ”分 段 函数 
【 解 题 思 路 】 Wi en 段 上 的 函数 关系 . 
sin 加 
例 1.11 设 分 段 函数 F(z) 一 JP 可 10 sy 
解 f(1 一 z) 二 sin(1 一 工 ) ， 1 一 Z 和 0， 即 
人 ss 0 
, sin(1 一 Z)， 元 之 下 
f(1—z)= 
[es 2 
sin(Z 一 1)， >Z 委 1， 
以 地 f(x 一 1) = 
人 { 一 1): 十 In(z 一 1)， xz>1. 


2. 数列 的 极限 


题 型 1-6 收敛 数列 的 性 质 

【 解 题 思路 】 收敛 的 数列 极限 唯一 ;收敛 的 数列 有 界 ;收敛 数列 具有 保 号 性 ;收敛 数列 
的 任何 子 列 都 收敛 并 具有 相同 的 极限 . 有 界 数 列 不 一 定 收敛 ;无 界 数列 一 定 发 散 . 收敛 数列 
与 发 散 数列 的 和 发 散 ; 两 个 发 散 数列 的 和 可 能 收敛 也 可 能 发 散 ;收敛 数列 (极限 不 为 零 ) 与 发 
散 数列 的 积 发 散 . 

例 1.12 选择 题 

(1) 数列 收敛 是 数列 有 界 的 ( 外 

A. 必要 条 件 B. 充分 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 
(2) 下 列 数列 中 收敛 的 是 ( ). 


A. {n} B. {(—1)"} 区 全) D. {sinn) 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


解 (1) 选 B; (2) 选 C. 
题 型 1-7 含 根 式 差 的 极限 计算 
【 解 题 思路 】 凡 函 数 的 表达 式 中 含有 a 十 J6( 或 Ya 十 V0), 则 在 运算 前 通常 要 在 分 子 分 母 


乘 以 其 共 轿 根 a 一 V6( 或 Va 一 yD) ,反之 亦 然 ,然后 再 做 有 关 的 运算 . 
例 1.13 求 下 列 极限 : 
(1) lim[ 1 十 2 十 … 十 n 一 V1 十 2 十 … 十 (mn 一 1)]; 


(2) limsin( VE 十 1r)3 (3) lim | sin(x V+n) 
解 (1) lim[ Vi+2 … 十 (2 一 1)] 〈( 先 求 根 号 下 的 和 ) 


i PEE fen] ， (分 子 有 理化 ) 


i ( 抓 大 头 ) 
mV2 二 n(n—1) 


寺前 1 2n 内 
im 
I 2 
(2) limsinC Vr +17)=limsin[( Vr t+1x—nn)t+nrx] 
二 lim( 一 1)"sin( Vx 十 lx 一 nx) (分 子 有 理化 ) 


~ 


lim(—1)"sin 开 (等 价 无 穷 小 代 换 ) 
VETI+H 


lim( 一 1)” I 
> VETFItn 


(3) lim| sin(Cr V+n) | 一 1im sin(zx V72 Tn—nrxtnn) | 
=lim (—1)"sin(x VETFn—nn) | 
=lim sin(zx Vr | 


nn 
im 一 一 一 一 一 


mo Yn 二 n+tn 


& 1 
lim | sin sin 


本 I 


题 型 1-8 单调 有 界 必 有 极限 证 明 数 列 极限 的 存在 性 .并 求 之 ,适用 于 x+i 三 f(x,). 

【 解 题 思路 】 由 递 推 关系 zf 一 zs) 定义 的 数列 的 极限 问题 一 般 用 单调 有 界 必 有 
png (1) 直 接 对 通 项 进行 分 析 或 用 数学 归纳 法 验证 数列 {z,} 单 调 有 界 ; (2) 设 

zz 的 极限 存在 , 记 为 limz, 二 4, 将 其 代入 给 定 的 zw 的 表达 式 中 , 则 该 式 变 为 /的 代数 方程 ， 
解 之 得 该 数列 的 极限 . 

证 明 数列 {z,} 单 调 性 的 常用 方法 : 

(1) 计算 差 d, 二 zhi 一 zs 车 d, 二 0( 或 d, 宇 0), 则 {zx,} 单 调 减 少 (增加 ); 
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加 


(2) 车 z 二 0, 计 算 商 记 二 ,车 克 令 1( 或 7 三 1), 则 {x} 单调 减少 (增加 ); 


(3) 用 数学 归纳 法 证 明之 ; 
(4) 记 式 二 f(n), 若 f(x) (zx 宇 1) 可 导 , 则 (x) 二 0( 或 了 (x) 宇 0) 时 , {x,}) 单 调 减 少 
(增加 ). 


例 1.14 设立 =Va,z+i= VaTzm(a>0)(z 一 1,2,…), 试 证 数列 {z,} 极 限 存在 ,并 求 
此 极限 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 数 列 {x,) 单 调 增加 . 

由 zi1=Va,yzs 二 Va 十 1 >Va==xi; 知 zz 过 xz, 即 n==1 时 , 有 xs 过 xwt1. 设 n=k 时 ,不 等 
式 ,过 zi 成 立 .由 zi 二 Va 十 过 Va 十 zh 二 X44z 可 知 ,n= 上 十 1 时 , 不 等 式 x, 过 zw 也 
成 立 , 因而 对 一 切 的 自然 数 时 , 不 等 式 zx, 过 z+i 总 成 立 . 

又 二 Va 过 Va 十 1. 设 n=k 时 ,zx 过 Va 十 1, 则 当 n=k 十 1 时 ,有 

zm = Va < Vat+Vat+l< Vat+2Vat!l Ca 十 1D): 一 十 1. 
{zs} 有 界 , 由 单调 有 界 准则 可 知 原 数列 有 极限 . 
1 


设 limz, 二 1/， 等 式 zit1 二 Va 十 xs 两边 取 极限 得 1 二 Va 十 1, 即 1 zl wV1 十 4a) 


(#0- VTTT6) ,与 古 意 不 符 , 合 去 ]， 故 limz, 一 去 (1 十 VITIa). 


= nn 二 1,2,…). 证 明 limzx, 存在 ,并 求 之 . 


证 明 证 明 limz, 存在 注意 到 对 于 一 切 的 恒 有 


例 1.15 设 zo 二 0,z,= 


mltaT >1, z=2 2 一 >， 


2 十 7z Fn 
因此 知 数列 {zx,)} 有 界 . 又 
A (2 于 | (: | 


2( 1 1 ) 2(z, 一 zi) 
2 十 ze 2 十 zo (2 十 zi)(2 十 Zn) 


故 得 
Sa 2(21—20) 
(Zz a) CDH) “(24xzo) (2+z)" 
于 是 可 知 zw+i 一 zw 与 ri 一 zo 同 号 , 故 当 立 二 zo 时 ,数列 {fzw} 单 调 递增 ; 当 x 二 xo 时 ,数列 
{zx} 单调 递减 .也 就 是 说 ,数列 {x,) 为 单调 有 界 数列 ,故此 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
求 limz. 设 limz, 一 a, 则 


nm Tl 


lim Lim te) 2(1+a) 
人 pn 2 十 a ” 


解 之 得 a 二 V2， 即 limzs 一 V2. 


例 1.16 数列 {z,)} 满 足 立 盖 0,zes+r 二 ee” 一 1(n 二 1,2,…), 证 明 {x,} 收 敛 ,并 求 
limzx. (2018 数 三 ) 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


证 明 (1) 有 界 性 . 由 x,e™”t! 一 晤 一 1 得 et A = 即 zi 一 ln = 从 而 zs 二 
五 2 


后 一 1 
ln 
Tl 


n 


设 f(x)=e 一 1 一 zx, 则 了 (x)==e* 一 1>>0(x 之 0) 且 f(0)==0, 所 以 f(x) 单调 递 
zx 之 0 时 , f(z) 之 (0)=0, 即 一 1>zx(x>0), 于 是 一 ! 


训 
0, 从 而 VzEN,z 二 0. 


增 , 当 
>1, 故 之 一 ! 1> 
Zl 1 


0 
单调 性 . zi 一 z= 二 ln -一 


em 一 1 
ln 
A 


Ine™ 一 In 衬 

Tne™ 
邻 g(x)==@ 一 1 一 ze , 则 g(x)== 一 re 过 0(x 这 0), 所 以 g(x) 在 [0, 十 2) 上 单调 递减 ， 
当 x 二 0 时 ,g(x) 二 g(0)==0, 从 而 有 一 1<ze, 即 人 二 +<1, 于 是 


| e™—1 
Xnt1— Xa =ln 


Zn 一 ln 人 一 
Tne™ 

故 {x,) 单 调 递 减 . 于 是 (x,) 单 调 递 碱 有 下 界 , 故 limz。 存在 . 
(2) 设 limzv 4a, 则 ae 一 es 


<~0,， 


1, 解 得 a 0. 故 limzv 0. 
例 1.17 已 知 ae 盖 0,zi 二 0, 定 义 


求证 ; limz, 存在 ,并 求 其 值 . 
解 第 一 步 : 证 明 数 列 (z,) 的 极限 存在 . 


注意 到 , 当 ， >> 2 时 ,zat 一 让 (十 十 后 ] 之 


> /zazazs 后 =Ya ,因此 数列 {zx,} 有 

下 界 . 又 Zatl Ge Ga 1, 即 zsras< zs 所 以 {zs} 单 调 递减 ,由 极限 存在 准 
Tn bf a 

则 知 , 数 列 (z,) 有 极限 . 


第 二 步 : 求 数列 {zx,) 的 极限 . 


设 limz, 一 A, 则 有 A 之 知 >0. 由 limzwn 一 计 lim 32 二 等 ], 有 A 一 十 (34+ 镶 ], 解 得 
A 二 Ya( 舍 掉 负 根 ), 即 limz, 二 Ya. 
题 型 1-9 无 限 项 之 和 的 极限 


无 限 项 之 和 的 项 数 自然 随 着 项 数 变化 而 变化 ,因此 不 能 用 和 的 极限 运算 法 则 . 求 这 类 极 


限 的 关键 是 使 和 的 项 数 不 随 项 数 的 变化 而 变化 ,将 和 化 为 有 限 且 易 求 其 极限 的 形式 . 
【 解 题 思路 一 】 先 求 和 ,再 求 极 限 . 


求 和 时 ,常用 下 述 求 和 公式 : 
1 十 ?十 ,十 一 2 十 1 
要 


ppg 
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等 差 数 列 的 前 nn 项 和 5S。 


等 比 数列 的 前 n 项 和 5S， 


例 1.18 求 lim ( 吉 二 名 十 … 十 蕊 】 
men nn n 


Nn(ata) 
rd 


:anh 
bp Ge 


解 ”本 题 考虑 无 穷 多 个 无 穷 小 之 和 . 先 求 和 再 求 极限 . 


1 
去 2(2 十 1) 
{1.2.0 nn)_. 1+2+%…+tn_. 2” | DN 
lim (去 二 训 + 总】 lim n? lim 722 lims (+ n 全 
1 1 
例 1.19 lim (1+ 7H +77 I 十 2 十 3 sa) 
本 | 1 | 和 | | 1 
解 lim(1+ 了 351 TT 
a | 1 
me| 2 ， 201+2) 3(1+3) n(1+n) 
区 最 
人 公交 
lim (3 2X3t3x41 P| 
下 1 十 ss 十 1 
2 lim (3 3X3 taxal Eee 
和 
wool 3 3 A 
VV 
-1m (Ts)-? 
【 解 题 思路 二 】 裂 项 相 消 法 (部 分 分 式 法 ) 
分 解 和 式 中 的 各 项 ,使 前 后 两 项 相 消 ,将 n 项 的 和 式 简化 成 只 含 两 项 的 和 式 . 
常用 的 裂 项 方法 ,有 
1 由. 1 人 | ) 
RCRTI1) Ek ATI” ntk) kln TAN 
1 }( iy 1 ) n z 十 1 一 1 1 | 
(ab)2 一 1 2\ak 一 1 ak 十 1 儿 ntD! (2 十 1)! a! +t)! 
1 1 1 1 
CR 十 1)CR 二 2) 2 [RD CR 二 1) 十 2) 上 
is 1 | n 
例 1.20 来 lm (Tdys ad a 
解 ” 将 和 式 中 各 项 分 解 成 两 项 之 差 . 
1 | 1 1 ) 1 ( 1 1 ) 
1X2X3 2\1X2. 2%3 2X3X4 2\2Xx3 3Xx4)’ 
1 1 和 1 
ncn 二 1)(n2) 2 [za nt 1 nt 2 
将 上 式 各 项 相 加 得 
1 . 1 es 兴 n 1 1 1 
i123 2X3X4 n(nt+1)(nt2) 2\1X2 (tl1)(n+2)]’ 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


| 1 
原 极限 wad [ms | 


例 1.21 设 z = 2 tT " 求 limz,. 


| > as 
解 z 2 才 ， 3 | 


k=1 k=1 
Pe 于 入 1 1 
四 吉 ) ! 舍 十 】 | +( 沾 5 ee 


ey i 
limz, =lim (1 rats ) 上 


出 1522 tim (3 未 二 二老 和 + Tr) 


Ne 2 We i 
解 lim 3 ti15+35 | 
Re A I 1 
lim (1 tax5 tsx7t | 
。 本 i 1 
lim3 (1 313 515 91 ce 


Ti (1 二 lim (si) ss 

【 解 题 思路 三 】 夹 副 准则 若 存 在 正 整 数 N, 当 ?>N 时 有 yr ST limy, = 
limz, =&, 则 limz, =a. 

n 项 按 递 增 或 递减 排列 的 数列 ,一般 利用 夹 台 准 则 求 极限 . 

使 用 这 个 准则 的 关键 在 于 : 根据 {zx,} 通 项 表达 式 的 特点 ,利用 常用 的 放 缩 技巧 , 找 出 符 
合 定理 条 件 的 数列 (y,) 和 ({z,), 即 limy ,limz。 存在 且 相 等 . 

常用 的 放 缩 技巧 如 下 : 

(1) 若干 个 整数 乘积 中 ,大 于 1 的 因子 略 去 则 缩小 ,小 于 1 的 因子 略 去 则 放大 ， 

(2) 分 子 分 母 同 为 整数 ,分 母 缩小 ,此 数 则 放大 ,分 母 放大 ,此 数 则 缩小 ; 

(3) 7 个 正 数 之 和 可 放大 为 (不 超过 ) 最 大 数 乘 2 可 缩小 为 (不 小 于 ) 最 小 数 乘 "或 最 
大 数 . 


J 2 by 于 
例 1.23 求 im[ 二 PIT 12 十 7 十 2 本 


解 设 z 一 十 汪 和 二 "极限 limz 是 无 限 多 项 和 的 极限 ,不 
能 应 用 极限 的 四 则 运算 法 则 求 之 . 这 是 因为 极限 的 四 则 运算 法 则 仅 对 有 限 项 成 立 , 即 在 取 极 
限 的 过 程 中 ,项 数 要 始终 保持 不 变 . 

以 和 式 中 最 小 (分 母 最 大 ) 的 一 项 的 分 母 取 代 和 式 中 的 各 项 的 分 母 ,得 到 


yn 上 2 十 … 十 一 n n(nt1) 


六 十 和 下 证 二 再 计 充 证 记 生生 (六 十 加 二 
以 和 式 中 最 大 (分 母 最 小 ) 的 一 项 的 分 母 取 代 和 式 中 的 各 项 的 分 母 , 得 到 
要 1 rm 2 素 起 弟 n n(nt1) 


2 ， 
| 让 二 下 1 
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| 


1 2 n 
< | ws < 
加 12 十 2 十 1 a ntntn 


i 1 1 ， a n 】 1 
而 limy, Un 2 ' 所 以 lim( 直 示 三 nr ni +ntn -i 


例 1.24 求 lim 士 (1 十 E 十 十 … 十 知 ). 


' (1 十 YW2 十 WY3 十 … 十 Yn )<E oh 二 Yn 十 Vn 十 … 十 Vn)， 


n 


解 二 (+1+1 十 … 十 DD 过 


二 < 二 (1 十 四 二 四 十 … 十 锦 ) 过 六 , 即 1< 二 + 二 区 


n 


而 lim%% 一 1, 根 据 夹 通 准 则 得 lim 十 (1 十 4 十 条 十 … 二 4) 一 1 


题 型 1-10 n 项 乘积 , 当 n 一 co 时 的 极限 

【 解 题 思路 一 】 分 子 分 母 同 时 乘 以 一 个 因子 ,使 之 出 现 连 锁 反 应 . 

例 1.25 (1) 当 |zx|<1 时 , 求 lim(1 二 zx)(1 二 zx)(1 二 zx)…(1 Hz” ). 
1 一 z)(1 十 z)(1 十 zz)(1 十 zt)…(1 十 z2 ) 


解 “ 原 极限 一 lim' i 
hl ed Hz” ) 
im 
es 1 一 元 
，(1 一 xz)(1 十 zz) 1-xz 1 
lim lim 攻 
no 一 过 mco 一 并 l—z 


(2) 当 xz 天 0 时 , 求 limeos Cos 于 cos 


RE 
2 "CO8 7 cos (2sin pr Cos 悦 


lim 
2"sin 这 
2" ?sin Cos Cos (2sin Zicos pa 
lim ~ 
是 2"sin 六 


【 解 题 思路 二 】 把 通 项 拆 开 ,使 各 项 相 乘 过 程 中 中 间 项 相 消 . 
例 1.26 来 lim (1 去 人 (1 去 ): 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


1 kk—I)(ET1 ko1 k+l 坟 
解 1 Ek? k? k k ' 故 


加 (一 二 训 )"( 训 ) 


Le n= 1 ER | 
tim( 寺 x 宇 ]( 针 x 针 )…( nn ) lim3 ” 2" 
【 解 题 思路 三 】 夹 逼 准则 . 


例 1.27 求 im 对 。 


1 es 
解 0< =1 2 i 
n | n n n n n 


而 lim 寺 一 0, 由 夹 台 准则 有 lim 世 一 0 


mo 


例 1.28 利用 夹 间 准则 可 以 得 到 lim Vlar)" 十 (as)" 十 … 十 am)" = maxai(ai>0). 
利用 上 面 的 结论 可 求 数列 的 极限 lim VI 十 2 十 3 一 max{1,2,3} 一 3. 

3. 函数 的 极限 

目前 求 极限 的 方法 

(1) 利用 极限 的 运算 法 则 求 极 限 ; 

(2) 多 项 式 与 分 式 函 数 代 入 法 ; 

(3) 消去 零 因 子 法 ; 

(4)“ 抓 大 头 ” 方 法 ; 

(5) 利用 重要 极限 ; 

(6) 等 价 无 穷 小 代 换 . 

题 型 1-11 极限 的 运算 性 质 

【 解 题 思路 】 注意 极限 的 运算 法 则 的 前 提 条 件 是 每 个 函数 的 极限 都 存在 . 
例 1.29 判断 题 


(1) 若 limf(x) 存 在 ,limg(x) 不 存在 ,lim[ f(x) 士 g(x)] 一 定 存在 . ( 
(2) 若 limf(x) 与 limg(x) 都 不 存在 , 则 lim[f(x) 士 g(x)] 一 定 不 存在 . ( 光 


解 (1) 错 . 假 设 lim[ f(zr) 士 g(x)] 存 在 .由 于 g(x) 二 [f(z) 十 g(x)j 一 f(x), 则 由 极限 
运算 法 则 知 ,limg(z) 也 存在 ,与 条 件 矛 盾 . 假设 错误 . 


(2) 错 . 如 设 f (x)= sin Lt sin Li 1 及 im sin 上 | 不 存在 ,但 
A ZX 0 六 I>0 Zz 
lim[L f(x)+g(z)]=0. 
题 型 1-12 用 极限 的 四 则 运算 法 则 求 极限 


【 解 题 思路 】〗 所 求 极 限 都 是 初等 函数 的 极限 ,并 且 在 所 讨论 的 点 处 都 连续 ,所 以 可 以 直 
接 用 代入 法 计算 . 
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例 1.30 求 下 列 各 式 极 限 : 
2 a 本 
Cay ne lot (2) lim(1 十 cosz)=. 
0 


本 SinZ 


解 (1) 原 式 [(#)+ in( < 十 到 ]]/s (tins 2 

(2) 原 式 王 (1 十 1)" 王 1. 

题 型 1-13 ”消去 零 公 因 子 方法 

【 解 题 思路 】 当 分 子 分 母 都 趋 于 0 时 ,对 分 子 分 母 进行 适当 的 恒 等 变形 约 去 零 公 因 式 . 
例 1.31 求 下 列 函 数 的 极限 : 


(和 一 
yl 一 


下 sin’x 
I 0 lo 让 测 


解 (1) 号 型 不 定式 , 先 消去 分 子 分 母 中 的 零 因子 . 


1 an 一 2 
D(z 7 - 证 加 大 lim(Cz 一 :十 z 一 十 … 十 zz 十 1) 一 7 
六 二 zl 


原 式 一 lim 
(2) 号 型 不 定式 ,不 便 化 为 重要 极限 公式 ,应 利用 三 角 便 等 变形 消去 零 因子 后 再 进行 
计算 . 


原 式 =lim 1—cos’zx Si 1—cosz 二 
ms(1 十 cosz)(I 一 cosz 十 cossz) sl—cosrtcosir 1ITITI 3° 


题 型 1-14 “ 抓 大 头 ” 方 法 

【 解 题 思路 】 利用 前 面 “ 抓 大 头 ” 的 结论 ,也 可 以 推广 到 其 他 函数 ,只 要 抓 住 分 子 的 大 头 
和 分 母 的 大 头 , 再 求 极限 即 可 . 

例 1.32 求 下 列 各 式 极限 ， 


3xz2 一 4z 十 2 3 
CD lim Ts 62) Hr sar 1 
| ,VI Te-Itx+l 
(3) lm (4) lim OO 
3z 一 2 mo V 克 十 sinz 
2 
解 (1) 抓 大 头 分 子 的 大 头 3z2 ,分 母 的 大 头 7z*， 原 式 一 Jim 二 一 lim 走 一 0. 


(2) 抓 大 头 ,分 子 的 大 头 2 如 ,分 母 的 大 头 Ta. lim22 二 325 十 5 一 |im22; 一 2 


dz —1 re7z3 7° 
(3) 抓 大 头 ,分 子 的 大 头 V8z”, 分 母 的 大 头 3z. 
lim V8z5 十 6zz 十 5 十 1 lim - 
ao 37z 一 2 rc 37 3 
(4) 抓 大 头 V4zz 十 xz 一 1 十 xz 十 1 的 大 头 为 V47z2 十 z. 
V4z: 十 x 一 1 十 x 十 1 _,. 2zx 二 x 


lim lim 一 一 3. 
VTS ~ 
pe 2 limP(Cz) PCz,) 
注 设 f(x)=@ > ,有 Q(zo)#0, 则 有 limf(7) 一 Tacz) = = f(x0). 


limQ(7) Q(x) 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


当 Q(zo) 二 0 时 , 则 商 的 法 则 不 能 应 用 . 
题 型 1-15 用 重要 的 极限 及 等 价 无 穷 小 代 换 计算 极限 


【 解 题 思路 】 一 般 涉 及 三 角 函 数 的 卫 型 极限 ,要 用 第 一 个 重要 极限 lim 3 人 2 一 


fo0 fx) , 
; ee 1 fn) 
!” 型 极限 要 用 第 二 个 重要 极限 lim, (1+ 到; ] = 
Jr) 一 0 f(z) 
(1) 注意 两 个 重要 极限 的 变形 : 


四 只要 B=0, lw) 0 也 有 ln SA 


CE 


@ 只 要 limf(x)= 吕 ,也 有 im 人 (+ 一 e. 

CE 
(2) 利用 两 个 重要 极限 求 极 限 是 求 极 限 的 重要 方法 之 一 ,要 求 熟练 掌握 . 
(3) 对 于 求 u(x)"? 的 极限 ,首先 要 恒 等 变 形 u(x)"*? 一 em . 


更 进一步 | 车 limu(x)=1,limv(x)= 二 020, 则 limu(x)"*? 一 elim [ez 一 1 


sinz 


例 1.33 lim 一 一 
Em 


.Sinz _|. sin(x—x) 
解 li My 


例 1.34 lim 


一 = = 
ji sin27x in(a 4 ) 2(z 4 )| 1 
到 cos(2 也) 2(<- 至 ] sin2 (x 至] 
机 下 器 


sre XT—€ 
解 解法 一 洛 必 达 法 则 . 
解法 二 ”变量 代 换 再 利用 重要 极限 . 令 x 一 e==t, 则 x=t 十 e, 于 是 


me 人 1 + 二 六 1 
> 


,ax =:1 ke 2:=1 
lim lim lim 
rr Te m0 1 m0 1 
In(1 + 二 寺 1 
lim 演 lim - 
m0 1t mo 1 他 


例 1.36 1lim(Ccosz)z . 
0 


十 cosr—1 2 
解 解法 一 lim(cosz)* =lim{[1+ (cosz—1)Ja} 四 (sosz~ 亏 ] 
zx*0 I>0 
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一 一 lim 一 所 


洁 lim 
解法 二 lot eo) = 2 =er 二 =e-t. 
0 
ln(i 二 2: 
例 1.37 求 lncTF2) 


解 xz- 一 co,2*->0,3*->0 且 ln(I+2z) 一 2z,ln(1 十 3) 一 3 ,所 以 
(ie 
lm Ct a) .Hs Jim (3 Os 


i laCl 3 iii in 本 Zln3 十 ln(1 十 3-=) 
x+coln(1 十 2*) 一 +cln2r(1 十 2 一 ) 一 + Xln2 十 In(1 十 2*) 


In3 十 二 In(1 十 3-) 
= lim 


一 ln 2 十 二 In(1 十 2") 


_ ln3 
ln2° 


ln(1 十 3=) 
故 imjnGl 二 25 


例 1.38 求 lim (+). 


2 


不 存在 . 


. 1 \= in(1+t zn(1+i)-z 
解 lime (+ 二 一 lime re ( = 
Wd Xz a spe 
1 
to limo lim— ye 
I lm 2 im 一 2 二 秦 
er eco ee 二 


题 型 1-16 ”确定 极限 中 的 常数 

【 解 题 思路 】 对 于 确定 极限 中 的 参数 的 问题 ,一 般 方法 是 : 找 出 某 些 待定 常数 所 满足 
的 条 件 , 列 出 方程 , 解 之 即 可 求 出 待定 求 常数 ,这 是 求 极限 中 待 求 常数 的 总 的 思路 . 常用 的 具 
体 方法 有 几 种 : 

求法 一 ”根据 下 述 极限 的 结果 求 之 


co， m>n, 


lim2o 芝 "十 az” ,十 a 生生 EE, m=n 
， n, 

eco bor" Th zx" "Tb xembox" bo 
Os m=n. 


例 1.39 已 知 lim ( 畦 太一 az+6] 一 0, 求 常数 a 和 20. 


区 
lr ar wr pt br jin (l= tO a tbt1 0 


解 原 式 下 二 过 Lt 


则 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 , 分 子 二 次 项 和 一 次 项 的 系数 均 为 0, 所 以 1 一 a 二 0,6 一 4a 二 0， 
即 6=a=1. 


例 1.40 已 知 lim , 求 a,pB. 


Le 1 2017" 


7 n° 
解 解法 im 一 CT 人 (一 Ci 后 :十 党 十 (一 孙 人 ) 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


(a=8—1) 


则 有 B=2017,a=B 一 1==2016. 


解法 二 lim 一 了 
mceo128 一 (7 一 1) 一 (1 


n” i | 
mo pepl opBne! 2017” 
1 


则 a=B 一 1,8 二 2017, 故 a=B 一 1 二 2016. 
求法 二 利用 下 述 结果 : 


(1) lim {2 =—A,Az0 且 lim PFCz) 一 0, 则 limg(Cz) 一 0. 


(2) lim fe =A limg() =0, 则 lim /f(x) =0. 


例 1.41 若 1i lm 3, 求 ua 的 值 . 


解 当 z>1 时 ,zx* 一 1>0， 且 limz 二 ez 二 4 一 3, 所 以 有 


lim(z 十 az 十 0) 一 0， 即 1 十 < 十 0 一 0,0 一 一 (1 十 c). 


te ZFaw—(aF1) (zz— D(ztatly 故 
1 (xz—1 z+ (x—1 wt ly 


lim ste 1i 一 
2 a (Cz—I)Czt1l) 2 ztl 2 


故 得 a 二 4,6 二 一 5. 


ge 
例 1. 42 设 lim 人 -人 


所 以 : 


一 (0 天 0) , 求 常数 a 与 b 的 值 . 


解 因为 im (z+D 一 0 且 lim 全 二 已 存在 ， 所 以 必 有 lim (az 一 x 一 3) 一 a 十 1 一 3 一 


a 一 2 一 0, 解 得 < 一 2. 而 
5 三 首 2 1i (zi lM2 
en 正二 


故 得 a 二 2,6 二 一 5. 
例 1.43 已 知 极限 lm 一 二 c c, 其 中 ,ec 为 常数 , 且 c 隆 0, 求 sc. 


limi(2%—3)=—5, 


z=—l wl 


解 ”因为 zx 一 arctanz 一 了 ,由 c 关 0, 知 x 一 arctanz 与 x* 是 同 阶 无 穷 小 ,所 以 R 一 3. 
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本 

i tans 2 3 和 | 

I lm 下 6 
sinz 


例 1.44 若 limes 一 (cosz 一 人 ) 一 5, 求 <0. 
【分 析 】 本 题 属于 已 知 极限 求 参数 的 反问 题 . 


解 ” 因 为 im 说 


2 (cosr—b)=5, Hlimsinr 。 (cosz 一 0) 一 0, 所 以 lim(e 一 aa) 一 0, 故 得 

e 一 4 x0 0 

4 一 1. 这 时 极限 化 为 lim 和 (cosr—b)=lim(cosr—b)=1 一 6=5, 得 6 4. 因此 ,a 二 
re 一 1 0 


Ss: 
€ TX 


1,65 =—4. 
例 1.45 已 知 lim [ (az 十 急 导 一 z] 一 2, 求 o,0 (2018 年 数学 三 ) 


解 今 /= 圭 , 则 
Se ， 


(十 pt)e: 一 1 


4 
lim [ (azx+ Des | tim [ee 1 ] lim 
十 co 0 二 1 1 i 1 
二 
lim lim 
Ps t PR 1 
主 limJnCe 十 0 1 一 >， 
Pe t 


的 im Ice+b -1 
因为 分 母 趋 于 零 ,所 以 分 子 也 应 该 趋 于 零 , 即 limln(e 十 0) 一 Ine 一 0, 则 “一 1， 
0 
lim 多 一 5 一 1. 


有 


lim 


人 0 


lIn(atb) ;ln(C1 十 02) 
lim 


综合 得 a= 二 1,6=1. 
题 型 1-17 由 已 知 极限 求 另 一 个 与 之 相关 的 极限 
【 解 题 思路 】 常用 的 方法 : 
(1) 利用 存在 极限 的 函数 与 无 穷 小 量 的 关系 : 
limf(z)==A 人 Sf(z) 二 A+g(x), 其 中 limg(zx)=0 
得 到 未 知 函 数 f(x) 的 一 个 表达 式 .将 其 代入 所 求 极 限 中 即 可 求 出 所 求 极限 . 
(2) 找 出 所 求 极限 与 已 知 极限 的 关系 ,为 此 在 已 知 极限 中 凑 出 所 求 极限 . 
(3) 利用 结论 : 若 limf(z)sg(z) 一 A( 常 数 ) , 若 limf(z) 一 co, 则 必 有 limg(z) 一 0. 


例 1.46 lim [1+z+ A ] @, 求 im 人 At22. 
TO 理 “0 


【分 析 】 求 已 知 极限 ,在 求 的 过 程 中 配 出 lm 人 型 ,然后 再 比较 ， 


-= 
w 


二 uy jm 14 2 
解 lim[|1+zr+ He] = PE) (TD) 
Se 本 0 XT 


例 1.47 若 lims 工作) 0, 求 jms 十 训 写 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


解 一 一 im 6z (在 已 知 极限 中 凑 出 所 求 极 限 ) 


0 I>0 
= 06 
ie 生计 6 3 Lim f(x) 36 二 0， 
I>0 t I*0 XT xz*0 这 
则 lim 十 jz) 一 36. 
0 于 
例 1.48 忆 知 lm 二 22) 未 mf 2 
-0 Ee I*0 TX 
解 imxz) 一 2 
I*0 Tt 
= i 
I*0 4 
， [zf(z) 十 In(1 一 2z) 2z 十 In(1 一 2x 
in [SA 22) > 22] (用 已 知 极限 表示 未 知 极限 ) 
RFE l= 7 i=22)=(=25) 
im lim 
x0 E> zr-0 E> 
一 十 (一 2z) 
imZACz) 十 lnC1 一 2z) lim 六 4—(—2)=6. 
x0 计 0 x 
se i 
例 1.49 设 函 数 /(z) 在 zx 一 1 的 某 邻 域内 连续 , 且 有 limJnEACz 二 二 十 3sin 一 
一 0 V1 一 好 一 1 
一 4, 求 mA 
TO 
了 2 a 
解 ” 因 为 分 母 lim( Vi 一 二 一 1) 一 0, 而 imlnLACz 士 了 十] 十 3sin zj 一 一 4 所 以 分 子 
< Il 


limlnLACz 十 1D) 十 1 十 3sinmz] 一 0， 从 而 有 lim(f (x+1)+3sin zr)=0, 
limf(x 十 1) 二 0, 由 已 知 极限 竣 出 所 求 极限 


.ln[f(x+1) 二 1 二 3sinx]_1. f(zx+t+1)+3sin’z ( f(zt+1) si] 
1 1 2 lim|: 上 3 
pa 和 二 六 = Ee 一 二 x 2 | EE 
2 tim/ +3) fs 
SEO XT 
Wlim LE +3=2, 地 lim 人 一 一 1. 
TO 证 0 区 


4. 无 穷 小 的 比较 

题 型 1-18 无穷小 与 无 穷 大 的 判断 

【 解 题 思路 】 无 穷 小 极限 为 零 ,无 穷 大 极限 为 无 穷 大 。 

例 1.50 判断 题 

(1) 变量 x, 按 下 面 数列 取 值 : 1,0.2,0,3.0,…,n,0,…. 变量 x, 是 无 穷 大 . € 和 

(2) 设 f(x) 是 自 变量 xz 的 某 个 变化 过 程 中 的 无 穷 小 ,g (x) 为 该 过 程 中 的 无 穷 大 , 则 在 
该 过 程 中 f(x)g(zx) 以 1 为 极限 . € 
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解 (1) 错 . 因为 不 论 ”取得 有 多 大 ,z, 后 总 有 为 0 的 项 ,对 任何 正 数 M,0>M 不 能 成 
立 ,但 变量 z, 是 无 界 的 . 这 表明 无 界 的 数列 不 一 定 是 无 穷 大 . 

(2) 错 . 如 当 > 吕 时 ,二 是 无 穷 小 ,xr 是 无 穷 大 ,但 lm 十。 江 一 =, 即 它们 的 积 是 无 
穷 大 . 

例 1.51 证 明 : 当 z~co 时 ,V 好 十 1 一 V 刀 一 1 是 无 穷 小 . 


WF A A 
证 明 lim( Vx 十 1 一 Vx’ 一 1)=lim 
ea ee er Em i 


TR et 0. 
~ Vr 二 1 二 Vr 一 1] 一 =”Vz2 十 1 十 Vzz 一 1 
所 以 Vz 十 1 一 Vx 一 1 是 无 穷 小 . 
题 型 1-19 无 穷 小 的 比较 
【 解 题 思路 】 
(1) 利用 无 穷 小 的 比较 的 定义 , 求 极 限 . 
.0 Ey te et a dd el Ca el lh 
(3) 当 p(z) 一 0 时 ,p(z) 十 o(p(Cz)) 一 PCz). 
(4) 利用 : 车 x 习 0 时 ,f(x)~azr”,g(zx)~bzx” m0,n 之 0. 
车 mm 二 n, 则 az” 是 bx” 的 低 阶 无 穷 小 ,从 而 f(x) 是 g(x) 的 低 阶 无 穷 小 ; 
若 m 二 nn, 则 bx” 是 az” 的 同 阶 无 穷 小 ,从 而 g(x) 是 f(x) 的 同 阶 无 穷 小 ; 
车 m 二 n, 则 az” 是 bzx" 的 高 阶 无 穷 小 ,从 而 f(x) 是 g(x) 的 高 阶 无 穷 小 . 
(5) a~B, 则 a=B 十 o(B). 
例 1.52 当 xz>0 时 ,用 ol(z) 表 示 比 zx 高 阶 的 无 穷 小 , 则 下 列 式 子 中 错误 的 是 ( 3 
A. z。o(z2) 一 0Cz3) B. oCz)o(z2) 一 o(Czs) 
C.o(zs) 十 o(z2z) 一 oCz2) D. o(Cz) 十 o(z2) 一 o(Cz2) 
解 ”由 高 阶 无 穷 小 的 定义 可 知 A, B.C 都 是 正确 的 ,对 于 DD 可 找 出 反例 ,例如 当 x 一 0 
时 , f(x) 二 x? 十 x? 二 0(X),g(X) 二 xX? 二 o(z?), 但 f(x) 十 g(x) 二 ol(x) 而 不 是 ol(x?), 故 应 该 
选 D. 
例 1.53 选择 题 
(1) 当 x 一 一 1 时 ,x? 十 2x 十 1 与 x? 一 1 比较 是 ( 站 
A. 等 价 无 穷 小 ” ”B. 同 阶 无 穷 小 C. 低 阶 无 穷 小 D. 高 阶 无 穷 小 
(2) 当 zx>0 时 ,与 xsin5z 是 同 阶 的 无 穷 小 是 ( ). 


A,z BR Cy 本 5 于 
本 | Kz : 完 二 1 
ee 


(2) zsin5z 一 5z2 , 故 选 B. 
例 1.54 证 明 : 当 x 一 oo 时 ,( Vz 十 1 一 VY 一 1 了) 与 二 是 等 价 无 穷 小. 
证 明 因为 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 公 


lim 开 人 /Nl 


= 歼 = VTTFI+ VT 


2z 
=lim 一 1， 
= Vzz 十 1 十 Vz 一 1 


所 以 (VETIT- VTZ 一 了 与 二 是 等 价 无 穷 小 . 
例 1.55 当 x>0 时 ,判断 下 列 各 无 穷 小 对 无 穷 小 xz 的 阶 : 
(1) Vrtsinr; (2) xf—zxi; (3) 并 一 3zs 十 zs， 


解 (1) 因 为 is 一 1 ,所 以 x0 时 V5 十 sinz 是 x 的 十 阶 无 穷 小 . 
"0 ka 


或 x 一 0 sinz~~X= 二 0(VX), 所 以 Vz 十 sinz~~VX, 即 x 习 0 时 YX 十 sinz, 是 x 的 二 阶 无 穷 
小 ,是 z 的 低 阶 无 穷 小 . 


2 
一 并 


(2) 因为 lim 一 一 lim(z 一 1) 一 一 1 所 以 xz 一 0 时 奏 一 二 是 工 的 坪 阶 无 穷 小 . 
Ed TT! 


by fp 
(3) 因为 ims 生 lim(1 3 十) 二 1, 所 以 x>0 时 3 一 3x; 十 zs， 是 xz 的 
pe 过 ps 


序 阶 无 穷 小 . 
或 x>0 时 ,一 3 如 十 5x5 二 0(YT) ,所 以 Vz 一 3z 十 5x5 ~~YT, 即 x>0 时 YX 一 3z’ 十 zx’ 是 

zz 的 计 阶 无 穷 小 . 

1 十 z 


sinz 


例 1.56 已 知 函数 f(x)== 


(1) 求 a 的 值 ; 
(2) 车 当 x 一 0 时 ,了 f(x) 一 a 是 x* 的 同 阶 无 穷 小 , 求 &. (2012 年 数学 二 ) 


二 汪 , 沁 a=limf (zx). 
TX 0 


解 (1) limf(zx) lim( 于 】 je 
0 0\SINT 开 SIDZ >0 证 0SINT 
Ko) 0 a a = 
SINX 有 TSINT 


又 因为 , 当 xz0 时 ,x 一 sint 与 下 等 价 , 故 (2) 一 a~ 言 x: 即 k=1. 
例 1.57 当 x>0+ 时 ,与 Vx 等 价 的 无 穷 小 量 是 ( 和 


A. 1 一 ef B, ln +2 G VIE Di 
1—Vzx 
解 1 一 ef 一 一 Vzi 
ln(1 十 z) 一 zln(1 一 VD) 一 一 \, 故 nt lIn(1—Vz)~z+Vr ~ 
a 


M1l+vVr 1 一 去 1 cos VE 一 到 
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故 选 B. 
题 型 1-20 利用 等 价 无 穷 小 代替 求 极限 


【 解 题 思路 一 】 当 一 个 无 穷 小 在 算式 中 处 于 因子 地 位 (与 其 他 部 分 是 相 乘 关系 ) 时 , 才 
能 够 用 它 的 某 个 等 价 无 穷 小 来 代替 ;若是 两 个 无 穷 小 做 和 或 差 , 则 要 谨慎 代 换 ,是 有 条 件 的 ; 
而 且 这 种 代替 只 能 是 用 简单 的 代替 复杂 的 ,不 能 用 复杂 的 代替 简单 的 ,否则 就 失去 了 等 价 无 
穷 小 替代 的 意义 了 . 

例 1.58 求 下 列 极限 : 


(1) lim lm 了 (2) lnmsa -(7v71 为 正 整数 ); 
(3) lim 2 — Miteosz Vb (4) lim = 
0 sin’z sin x 
tan3z 3 
解 GD) lim gi 2 一 1im 红 一 2 
ls n=m, 
(2) lim 2 一 lim 并 -一 0， n>m, 
0Sinnz 0 


co ， n=<m. 


V2— Vitcosz_1. (V2 1 十 cosz)(V2 十 VI 十 cosz) 


(3) lim lim 
0 sin’: x 0 z2(VW2 十 VI 二 coszr) 
1 一 coesz 
BIT 14 
1 一 coszZ 2 
Ca i iy oo 一 上 
re0 Sin’ x r0 Sin x 0 COSX 
了 s 
或 limtanz 一 sinz Ra 1 
型 im lim 一 
a0 Sin 0 X 2 


例 1.59 求 limCsimz 十 cosz 一 1)tan3z 
“ 0 (er 一 Dsinz  “ 


i 和 ( 
解 lim sin 也 十 cosz 加 )tan3 工 ji : 
0 (er 一 1)sinz "x 2 


= 十 ez 十 ,二 em 
例 1.60 来 lim (二 ] 
0 


n 


【分 析 】 本 题 属于 1” 型 未 定式 ,对 于 这 类 题 


若 limw(z) 王 1,limo(z) 一 co, 则 limx(z)” = em ano. 


和 全 上 下 二 二 
解 四 (于 一 一 
lm D+ 一) 二 + 一 中 
= (等 价 无 穷 小 代 换 ) 
natD, 


im lim < 一 Ca+De 


一 eof 一 er0 一 e 7 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 分 


例 1.61 求 lim -5 I 
ro+ V1 十 arctanz。tanz2z。(3 十 arcsinz) 一 1 
解 lim Calne 
-or VI 二 arctanz stanzz 。(3 十 arcsinz) 一 1 
erlnr — Exhnsine 
= lim 
w=0t 


本 "arctanz， tanz2。(3 十 arcsinz) 


ezmsinr 。(ezrlnr 一 rsinr — ] ) 


二 1 
0 =sTs zr 。3 
3 
,Ein 。(Zlnz 一 zlnsin7) 
= lim ( lim zlnsinz 一 0) 
z=0t 7 =0t 
"ln 一 
i sinz | Es E 
ee lim i 二 趟 二 一 一 
a T sinz sinz sinz 
EE 1 
pr | . x 
pe a .09 1 
e@ lim 3 li i = = 
a 0 6 


5. 函数 的 连续 与 间断 
题 型 1-21 讨论 函数 的 连续 性 
【 解 题 思路 】 当 所 给 函数 是 抽象 的 记号 而 不 是 具体 函数 时 ,往往 用 limAy 一 0 是 否 成 立 


来 讨论 函数 的 连续 性 ; 当 所 给 函数 有 具体 函数 关系 时 ,往往 用 lim f(x) 二 f(zxo) 是 否 成 立 来 
讨论 函数 的 连续 性 . 


讨论 分 段 函 数 的 连续 性 时 ,要 分 两 种 情况 来 讨论 : 
一 是 在 某 段 上 , 按 该 段 上 初等 函数 式 来 讨论 ; 
二 是 在 相 邻 两 段 的 分 段 点 处 , 则 要 用 极限 存在 的 充 要 条 件 来 讨论 ,看 左右 极限 是 否 存 


在 ,是 否 相等 来 确定 连续 还 是 间断 . 
例 1.62 limf(z)= limf(z) 是 了 (zx) 在 xz 连续 的 ( 六 
A. 必要 条 件 B. 充分 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 
解 选 A. 


例 1.63 讨论 下 列 函 数 的 连续 性 : 
(1) 设 f(x) 一 士 In(1 一 z) ,要 使 f(z) 在 z=0 处 连续 ,f(0) 为 多 少 ? 


下 
1 ,atbe” 


1 
十 5 0 
(2) 设 Fa 一 ec 1 上 ”77 "a,b 为 何 值 时 f(x) 在 x=0 连续 . 
1， Z 一 0， 
] 一 esinr 
二 05 
(3) 设 A(Cz) 一 jarctan 部 是 (一 ,十 cc) 上 的 连续 函数 , 求 a. 


Te Z< 0 
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azto  ， zx1，, 

(4) EE ee 在 定义 域内 连续 , 求 a,b 的 值 . 
4 Xx=1 

解 (1) f(x) 在 zx=0 处 没有 定义 ,z=0 是 函数 的 间断 点 . 


因为 limA(z) 一 im 二 InGl 一 z) 一 一 1 ,所 以 补充 F(C0) 王 一 1 能 使 f(x) 在 x=0 连续 . 
(2) 遇 到 xz->0,ez* 的 极限 ,要 讨论 左 、 右 极限 z->0- ,es*-0;z->0+ ,et 一 十 oo. 


1 1 ,atber 
因为 im /01) = lim [arctan + | 1.( 有)+e yta, 


1 十 er= 


0 二 
1 1 ，a 十 pet 
om 人 arctan — 下 )-: 3 三 Ho, 
而 f(x) 在 x=0 连续 , 且 f(0)==1, 则 要 求 lim f(x)= lim f(x)=f(0), 即 
I>0 0 
1 ee i 
2 ta=3+b 1, 解 得 a 和 


所 以 ， 当 a 一 洱 ,0 一 本 二 时 ,能 使 函数 在 Z 一 0 连续. 
C3) a lim (ae” —1)=a—1, 


0 0 
PY! a ed :1 
lim f(x)= lim lim 2 
后 十 并 二 TX 
rs*0 0 arctan 二 0 


而 f(x) 在 z=0 处 连续 , 且 f(0) 二 a 一 1, 故 
lim f(a)= lft 0 即 有 a 一 1= 一 2, 则 a= 一 1. 


(4) f(x) 在 定义 域内 连续 ， ,所 以 它 在 x=1 处 连续 . 所 以 


丰 az 十 0 » Car tbr tl ist3) 
limf (x) lim lim 
a 3z 十 1 一 1 3 l=—3 


= azxtb Si 3x1 A =2 lim QZ 十 0 ey 


il zz 一 1 


2 


所 以 lim 二 2, 故 a=2,6= 一 2. 


COS 总 ， 二 0， 


例 1.64 ” 设 函 数 f(x)== (a>0,8>0), 当 ,8 满足 什么 条 件 时 ， 


0， Z 和 0 
了 六 (zx) 在 x=0 处 连续 . 
解 当 xz=0 时 ,f(x)=0,f< (0)=0; 


1 
Tcos -一 0 
> 本 1 
= = 
= limz" cos -5 
0t 流 


ww 和 i | 1 
当 z>0 时 ,f(x)=ax We Dr sin 8( BP) -ar 


fC0)= lim 


三 ps 灶 ， 
一 az“ 'cos rr sin =—s. 
ze 及 Xe 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


车 了 (x) 在 x=0 处 连续 , 则 产 (0)= 瞩 (0) 一 lim zicos 点 一 0, 从 而 得 a—1>0. 
r=0t 
由 六 (0)= lim f(x)= (ereos 总 十 Re isin 吉 }=0, 得 d= p=1>0; 


题 型 1-22 间断 点 及 其 类 型 的 判断 
【 解 题 思路 】 不 连续 就 是 间断 , 找 函 数 的 间断 点 主要 是 找 无 定义 的 点 (例如 使 分 式 的 分 


母 为 0 的 点 ). 无 定义 的 点 一 定 是 间断 点 ,分 段 函 数 的 分 段 点 可 能 是 间断 点 .判断 间断 点 的 类 
型 主要 根据 定义 ,左右 极限 都 存在 的 点 为 第 一 类 间断 点 , 左 、 右 极限 相等 时 为 可 去 间断 点 ， 
不 相等 时 为 跳跃 间断 点 . 除了 第 一 类 就 是 第 二 类 间断 点 . 
例 1.65 判断 题 
(1) 分 段 函数 必 有 间断 点 . EE 六 
(2) 若 f(z) 与 g(x) 都 在 zo 点 间断 , 则 f(z) 十 g(x) 也 在 zo 点 间断 . ( 
， es Om 
解 (1) 错 .例如 分 段 函数 f(x) | “0 在 (一 ,十 co) 上 和 连续 
1 E 
(2) Wn f= mse-| ”7 了 0 都 在 x 二 0 处 不 连续 ,但 
1， 一 0 一 和 一 0 


f(x) 十 g(x) 在 x=0 处 连续 . 
例 1.66 选择 题 


(1) z=0 是 F(z) 一 zsin 工 的 ( 。 ). 


7 


A. 跳跃 间断 点 。 B. 无 穷 间 断 点 C. 可 去 间断 点 D. 振荡 间断 点 
fx) 


(2) ee-| 730, 其 中 f(x) 在 z=0 处 可 导 , 疡 (0) 冯 0; fC0) 二 0, 则 =0 
lO), z=0; 
是 F(z) 的 ( 。 ). 
A. 连续 点 B. 第 一 类 间断 点 
C. 第 二 类 间断 点 D. 连续 点 或 间断 点 不 能 由 此 确定 


(1990 年 数学 二 ) 
解 (1) 因为 fCz) 一 zsin 二 在 zx 一 0 处 没有 定义 ,所 以 x=0 为 f(z) 的 间断 点 . 又 因为 


limf(z) 一 limzsin 十 二 0, 车 补充 /(0) 一 0, 那 么 /(z) 在 x 二 0 处 就 连续 了 ,因此 一 0 为 
f(x) 的 可 去 间断 点 ,为 第 一 类 间断 点 . 选 C. 

(2) 因为 mF =lim 人 =lim Df = 0) 0=f(0) 一 FC0), 即 limF(x) 子 
FF(0) ,x 二 0 为 F(x) 的 可 去 间断 点 ,为 第 一 类 间断 点 . 故 选 B. 

例 1.67 设 f(z) 在 (一 oo， 十 吕 ) 内 有 定义 , 且 limf(x) 二 a， 


| 
0， 元 一 0， 
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则 ( ). 
A. x 二 0 必 是 g(x) 的 第 一 类 间断 点 。 B. x = 二 0 必 是 g(x) 的 第 二 类 间断 点 
C. x 二 0 必 是 g(x) 的 连续 点 D. g(z) 在 点 x 二 0 处 的 连续 性 与 a 的 取 值 有 关 


【分 析 】 考查 极限 limg(z) 是 否 存在 ,如 存在 ,是 否 等 于 g(0) 即 可 ,通过 换 元 4 一 十 ,可 
将 极限 limg (zx) 转化 为 limf(x). 


解 ”因为 limg(z) timf (二 limf (0 a(S wu 一 二 ) 又 go) 二 0, 所 以 , 当 a = 0 
时 ,limg(x) 二 g(0), 即 g(x) 在 点 x 二 0 处 连续 , 当 a 关 0 时 ,limg(x) 关 8g(0), 即 x 二 0 是 
g(x) 的 第 一 类 间断 点 ,因此 g(x) 在 点 工 一 0 处 的 连续 性 与 a 的 取 值 有 关 , 故 选 D, 

例 1.68 求 函 数 /Cz) 一 -下 的 间 晰 点 并 判断 其 类 型. 

解 ” 函 数 在 z= 一 1,x 二 0,x 二 1 处 没有 定义 ,因此 间断 点 为 x 一 一 1,z 一 0,Zz 一 1. 


|zl|* 一 1 . zln|z| 
aozCz 十 1D)imnIzT axinfz| 


当 zlnlzl 一 0 时 ,zh 一 1 一 ee 一 1 一 zlnlzl'lim7(z) lim 
1, 所 以 x=0 是 函数 f(x) 的 可 去 间断 点 . 
[x1 一 limzlnlz| _1, 所 以 x 一 1 是 函数 f(x) 的 可 去 间断 点 . 


limf (7x)=lim 
Ye 


一 1Z(Zz 十 1)ln|z| = 一 12zlnlz| 2 
pe lwls=1 rln|z| A y = Sd 
lim f(z) = lim rg 卫 | lim =e 1 co ,所 以 xz 一 一 1 是 函数 f(x) 的 


无 穷 间断 点 . 


例 1.69 函数 f(x) im 人 1 | i 在 (一 co, 十 co) 内 (  ). 
A. 连续 B. 有 可 去 间断 点 C. 有 跳跃 间断 点 D. 有 无 穷 间断 点 


证 


解 f(x) ia 人 (1+s] em 一 ez 天 0, 故 f(x) 有 可 去 间断 点 x 二 0, 故 选 B. 


例 1.70 求 函 数 f(x) 一 一 < 的 间断 点 ,并 判断 其 类 型 ， 
1 一 一 


解 ”函数 Jo 一 一 二 在 xz 一 0,z=2 处 没有 定义 ,因此 x==0,x==2 都 是 函数 的 间 

1 
断 点 . 
limf (2) =lim 一 =0,+=0 为 函数 /(x) 一 一 -的 可 去 间断 点 ， 为 第 一 类 间断 点 . 
x = 

linmif(z) =]in 二 一 co,z=2 为 函数 f(x) 一 一 + 的 无 穷 间断 点 ,为 第 二 类 间断 点 

2 2 2 | se 
pe 完 


例 1.71 /oim(E) “ , 求 f(z) 的 间断 点 并 判断 其 类 型 . 


1.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


解 1D-m( 浊 ) ”一 必 守 Dm 一 是 ,因此 z 一 0,z 一 Ar(E 一 士 1, 土 2,…) 
都 是 f(x) 的 间断 点 . 
因为 limf (x) 一 en 一 ez 一 0 为 函数 的 可 去 间断 点 ,为 第 一 类 间断 点 . 


lim/f(z) em 一 co, 因此 xz 一 Ar 一 土 1, 土 2,…) 为 函数 的 无 穷 间断 点 ,为 第 二 类 间 
上 断 点 . 


例 1.72 求 函 数 /xz) 一 Ce 二 etanz 的 间断 点 ,并 判断 类 型 . 


Xe” 一 已) 


解 ”函数 没有 定义 的 点 为 一 0,7 一 1,7 一 kr 十字 , 故 函 数 的 间断 点 为 X=0sz=1,w= 


kx 十 也 
在 x=0 处 ， lim f= lim 昌 tanz 一 1 (ime=+eo， 
mot (ez 一 e) 式 zot 
jn tay lim + , tanz 1 (ine =0]， 
xz 一 0 一 ro (er 一 e) 立 0 
所 以 z=0 为 f(x) 的 跳跃 间断 点 ,属于 第 一 类 间断 点 . 
在 z=1 处 ,limf(x) jim + “一 0, 所 以 x 一 1 为 (xz) 的 无 穷 间断 点 ,属于 
zl Erle= —ey 0 
第 二 类 间断 点 . 
在 zx 一 kr 十 下 处 ，lim f(z) 一 lim 《eT 十 ,tanz oo, 故 xz 一 kx 十 下 为 f(z) 的 无 窒 
2 kr 十 至 zkrts(e* —e) 人 2 
间断 点 ,属于 第 二 类 间断 点 . 
例 1.73 求 函数 f(x) 一 扫地 去 的 间断 点 ， 并 判断 类 型 . 
解 x==0,x 二 1,x 二 一 1 为 间断 点 . 
当 z=0 时 ， 由 于 lim f(x) 一 hs i Ee 一 1， dA lim 3 车 Me 
一 1, 所 以 z=0 是 跳跃 问 断 点 ， 属于 第 一 类 间断 点 . 
当 z=1 时 ,由 于 lim/(z) 一 lim- 盾 7 二 站 ,所 以 z==1 是 可 去 间断 点 ,属于 第 一 
类 间断 点 . 
当 z= 一 1 时 , 因 lim f(z) 二 ,所 以 x 二 一 1 是 无 穷 间 断 点 ,属于 第 二 类 间断 点 . 
e—& i i 
例 1.74 函数 f(x) ee pi 0 为 f(x) 的 无 穷 间 断 点 ,zx 二 1 为 f(x) 


的 可 去 间断 点 , 求 a,b. 
解 因为 x 二 0 为 f(x) 的 无 穷 间 断 点 ,所 以 lim(x a) (zx 一 1)==0, 即 (一 a) (一 1)=0， 
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得 a 二 0, 且 lime” 一 6 了 0, 即 6 关 1. 
0 


又 Xz 二 1 为 f(x) 的 可 去 间断 点 , 则 lime* 一 6 二 0, 得 4 二 e. 
= 
例 175 设 1) 一族 三 "判断 2 一 1 为 /Cz) 的 什么 类 型 间断 点 . 
解 lim 1 = 一 co ， lim 2 二 一 0， mf Lim 一 1， 
一 zl 1 一 1 十 2 
lim 一 十 co， lim 2 证 -+ 故 im fz) 一 lim 一 0. 


生生 | Pe +1+ 2 I 
Zz 二 1 处 左右 极限 存在 但 不 相等 ,所 以 x+=1 为 f(x) 的 跳跃 间断 点 ,属于 第 一 类 间断 点 . 
题 型 1-23 利用 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质证 明 命 题 
例 1.76 判断 题 


(1) 在 [a,b] 上 不 连续 的 函数 一 定 没有 最 大 值 . ( , 
(2) 在 [a,6b] 上 不 连续 的 函数 一 定 无 界 . ( ) 


解 (1) 错 . (2) 错 . 例如 :y 一 sin 二 在 [一 1,1] 上 不 连续 ,但 它 有 最 大 值 , 也 有 界 . 


例 1.77 证 明 下 列 各 题 : 

(1) 证 明 zx 一 er 十 1] 至 少 有 一 个 不 超过 4 的 正 根 . 

(2) 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 且 无 零点 ,证 明 ; f(x) 在 [a,b] 上 恒 正 或 恒 负 . 

证 明 (1) 令 f(z)==x 一 ee 一 1, 显 然 f(x) 在 闭 区 间 [0,4] 上 连续 且 

f(0)=—e 3—1<0,  f(4)=4—e:—1=3—e>0. 
根据 零点 定理 ,在 开 区 间 (0,4) 内 至 少 存在 一 点 sE (0.4) ,使 f(&) = 二 0, 原 命题 得 证 . 

(2) 用 反 证 法 . 设 f(z) 在 [a.b] 上 不 是 恒 正 或 恒 负 , 则 在 [a,6j 必 有 x1,x2, 且 xi 过 zx2， 
使 得 f(x)f 了 (rs) 二 0. 又 f(z) 在 [zxi,xz]CLa,b] 上 连续 ,所 以 根据 零点 定理 至 少 存在 一 点 
EE (xisxz)C[La,bj], 使 得 Fe) 一 0. 这 与 已 知 矛 盾 . 故 得 证 . 

题 型 1-24 证 明 存 在 实 根 . 一 般 利 用 零点 存在 定理 证 明 方 程 根 的 存在 性 

【 解 题 思路 】 (1) 零点 存在 定理 由 3 部 分 组 成 : 闭 区间 [a,6];@ 函 数 f(x) 在 闭 区 间 
[a,6] 上 连续 ;@f(a) 与 1(5) 异 号 . 证 明 根 的 存在 性 命题 常常 只 给 出 上 述 3 个 条 件 中 的 部 分 
条 件 , 另 一 些 条 件 需 要 证 明 . 根据 所 给 条 件 的 不 同 ,利用 零点 定理 证 明 根 的 存在 性 有 下 述 三 
类 命题 : 

需 找 出 函数 值 异 号 的 两 点 , 即 找 zi ,xs€ELas0j, 使 f(x1)f(zxs) 二 0. 常用 下 述 各 法 找 


用 观 痔 法 , 找 两 个 特殊 的 点 ,使 画 数值 在 这 两 点 上 异 号 ;根据 丽 数 极限 为 正 无 穷 负 无 
穷 分 别 求 出 函数 值 大 于 0、 小 于 0 的 两 点 ;由 函数 值 的 大 小 关系 找 出 xz ,x ELa,6], 使 
f(r) f(r)=0. 

@ 需 找 出 根 存在 的 区 间 . 

@@ 需 构 造 函 数 . 

(2) 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,6j] 上 连续 , 则 它 在 [a.6] 上 取得 介 于 最 大 值 M 与 最 小 值 
之 间 的 任何 值 . 

例 1.78 证 明 方 程 x; 十 3x==9 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 3 之 间 . 


1.4 课 后 习题 解答 全 


证 明 所 考虑 区 间 应 该 是 [1,3j. 设 f(x) 二 x 十 37 一 9, 则 f(x) 在 [1,3] 上 连续 , 且 Fl1) 王 
一 5<0,j 帮 3) 一 27 盖 0, 由 零点 定理 ,在 (1,3) 内 至 少 有 一 点 和 ,使 f(&) = 二 0, 即 方程 x 十 3x 二 9 
在 (1,3) 内 至 少 有 一 根 . 

例 1.79 证 明 方程 zx 十 p 十 gcosz 一 0 至 少 有 一 个 根 , 其 中 p,g 为 常数 . 

证 明 设 f(z) 二 x 十 p 十 gcosz: 则 

lim f(x) = lim (rtptgcosz)= 一 ce , 故 存在 x ,f(zxi) 二 0; 

lim f(z) = lim (x+p+gcosz) 一 十 ce , 故 存 在 x 之 zi,f(xs) 之 0. 

F(z) 在 [zi ,zz] 上 连续 , 且 f(x) 过 0,f(zxz) 之 0, 则 f(x)=0 在 (zi,zx2)C( 一 co, 十 oo) 
内 至 少 有 一 根 . 

6. 介 值 定理 的 应 用 : 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a.b] 上 连续 . 则 它 在 La.b] 上 取得 介 于 最 大 

值 M 与 最 小 值 m 之 间 的 任何 值 . 

题 型 1-25 证明 存 在 EE[a,b], 使 含 & 的 等 式 成 立 

【 解 题 思路 利用 介 值 定理 证 明 : 先 将 含有 & 的 待 证 等 式 分离 成 两 部 分 使 含 & 的 函数 
和 常数 项 分 居 在 等 式 的 两 端 ,为 方便 , 令 其 分 别 等 于 f( 和 和 .设法 证 明 常数 在 (x) 的 相 
关 区 间 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 间 , 再 利用 介 值 定理 即 得 存在 使 得 f(&) 一 人 

例 1.80 若 f(z) 在 [a,6]J 上 连续 , 且 a 二 c 二 d=<6, 证 明 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 ,使 

pf(Ot+gf(d)=(p+a) FE) ， 


其 中 p,q 为 任意 正常 数 . 


证 明 先 将 预 证 结论 改写 成 1(6) 二 2 个 今 让 四 ,其 右 绒 为 一 常数 , 令 此 常数 一 
2 于 引 0 ,可 归结 为 证 明 存 在 &E (aw0b) ,使 FC5) 一 人 ,于 是 利用 介 值 定理 证 明之 . 为 此 只 
需 证 明 & 介 于 f(x) 的 最 大 值 与 最 小 值 之 间 . 

因 f(x) 在 [a,6] 上 连续 , 设 M,m 分 别 为 f(x) 在 La,5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,于 是 

mf(ASM, m<f(d)<M, 故 pmpf (SpM, gm<qf(d)<aM, 
则 pm+qm<pf(c) tgqf (dpM+aM, 
m<k=P/ Otafd) 一 M 
p 


Taq 
由 介 值 定理 知 ,至 少 存在 一 点 EE (a ,0) ,使 f( 和 ==k, 即 pf(c)+qf(d)=(p+q)f(8. 


El 课 后 习题 解答 


习题 1.1 

1. 用 区 间 表 示 下 列 不 等 式 的 解 : 

(1) x*<9; 《2 |x=1|>s C9) r= Ms 

解 (1) {z| 一 3<z<3}; [一 3,3]. 

(2) {z|z>2 或 zx<0); (一 co,0)U(2, 十 co). 

(Wy (xl— 2 《一 2 了 

2. 判断 下 面 函 数 是 否 相 同 , 并 说 明理 由 . 

(1) y 一 1 与 y 一 sin2z 十 coszzs (2) y 一 2z 十 1 与 zx 一 2 十 1. 
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解 (1) 虽然 这 两 个 函数 的 表现 形式 不 同 , 但 它们 的 定义 域 (一 = ,十 ss) 与 对 应 法 则 均 相 同 , 所 以 这 两 


个 函数 相同 . 

(2) 虽然 它们 的 自 变 量 与 因 变 量 所 用 的 字母 不 同 , 但 其 定义 域 ( 一 = ,十 cs) 和 对 应 法 则 均 相 同 , 所 以 这 
两 个 函数 相同 . 

3. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 

(1) y=sin V4—z?; (2) ?一 二 一 十 2 

(3) y=arccos In 工 ; (4) y 一 tan(Zz 十 1). 


10 
解 (1) 要 使 sin V4 一 x 有 意义 ,必须 4 一 z 宇 0, 即 |z | 三 2. 所 以 定义 域 为 [一 2,2]. 
(2) 当 z 坟 3 且 z 关 1 时 ,二 上 3 有 意义 ,而 要 使 VzT25 有 意义 ,必须 + 之 一 2, 故 函数 的 定义 域 为 : 
[一 2,1)U(1,3)U(3, 十 co). 
(3) 要 使 arecosln 土 有 意义 , 则 使 一 1<Ih 疝 <1, 即 万 < 言 <e, 站 <x<10e, 即 定义 域 为 [也 ,10e]. 


(4) 要 使 tan (xz 十 1) 有 意义 , 则 必 有 z 十 1 天 至 十 br 一 0, 士 1, 士 2 …， 即 函 数 定义 域 


为 {zlzER 是 pr 十 二 一 1 一 0, 士 1, 士 2 
2:, ”一 1<z<0， 
4. we 0<z<1, 求 /63),762,700),/( 言 )/( 一 译 ) 
zx—1, 1l<zx<3, 


解 f(3)=2，f(2)=1，f(0)=2， /( 译 )=2 /( 5 )=2 


2z 十 1， z 宕 0， 
5. 设 f(z)== 求 f(z 一 D+f(z+D. 
A | Be fe Fg 
2z 一 1， zl1， 2z 十 3， zz 一 1， 
(z—D)= (x 十 1)= 
解 fz [2 gt (at zr<—1, 


故 
2 Ys 
x: 二 8, 1 委 z<<1， 
47z 十 2， zz>1. 

6. 1998 年 在 上 海 乘 大 众 出 租车 的 第 一 个 5km( 包 括 以 内 ) 路 程 要 付费 14. 40 元 , 续 后 的 每 lkm( 包 括 
lkm 以 内 ) 需 要 付费 1. 40 元 , 试 把 付费 金额 C 元 表达 成 距离 zkm 的 函数 ,其 中 0 二 zx 二 10. 

14. 4， 0<z<5， 2 
人 Sa 0 当下 [的 天 不 六 攻 
7. 写 出 图 1-2(a) 和 图 1-2(b) 所 示 函 数 的 解析 表达 式 


JCz 一 1) 十 FCz 二 1) 


1.4 课 后 习题 解答 全 
az 十 1， zx>0, 


人 (b) y= 其 中 a 之 0,6>0 
a 各 z=0; Te 人 


8. 已 知 F(Cz) 是 二 次 多 项 式 , 且 f(z 十 ]) 一 f(z) 一 8x 十 3, 求 f(z). 

解 设 f(z)=az 十 bx 十 c, 由 f(x 十 1) 一 f(z) 二 8z 十 3 二 a(z 十 1)? 十 b(z 十 1) 十 c 一 (ax? 十 bx 十 c) 二 2azx 十 
a 十 b, 得 24 二 8,a 十 b 二 3, 解 得 a 二 4,6 1, 所 以 F(z) 一 4z2 一 z 十 c. 

9. 判定 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 


(1) /(1 = (2) f(x)= (z+z)sinr; 
—e*, x<0, 
0-{ Ce (4) f(z)=In(z+ VITED). 
Os ZX>0; 
分 析 : 先 看 定义 域 是 否 关于 原点 对 称 , 若 对 称 再 看 /( 一 zx) 等 于 什么 . 若 定义 域 关 于 原点 不 对 称 , 则 是 
非 奇 非 偶 函数 . 
解 本题 的 四 个 小 题 中 函数 的 定义 域 都 关于 原点 对 称 . 
(1) f( 一 x) 二 f(z), 偶 函数 . (2) 非 奇 非 偶 函 数 . (3) 奇 函 数 . 
(放生 | 
EE . Es 村 
ee i In(z+ V1l+z’:)=— f(z). 
由 定义 知 /(x) 为 奇 函数 . 
10. 证 明 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 单调 性 : 
(1) y=z: (—1,0); (2) y= sinz (sh (3) > 一 二 (一 1, 十 co)， 


证 明 (1) 任 取 zi,zeE( 一 1,0), 且 设 zi<za ,由 于 了 好 一 好 一 (zi 一 zz)(Czi 十 zs) 二 0, 所 以 y 一 袜 在 
(一 1,0) 内 单调 减少 ， 


(2) 任 取 训 ,zs€ (一 到 ,于 ) 设 说 <<m, 由 于 sinm sinzz 2cos 王子 空 sin 型 了 于 之 0, 所 以 y= 


sinz 在 (一 全 ,到 ) 内 单调 增加 . 


Tl 2 


a i & __X 2 
(3) 在 (一 1,co) 内 任 取 两 点 zz , 且 z<zz, 则 f(z) 一 f(z) rE 
因为 zi ,zs 是 (一 1,50) 内 任意 两 点 ,所 以 1 十 zi 记 0,1 十 Xs 记 0. 又 因为 谍 一 xz; 过 0, 故 f(z) 一 f(x) 二 


0, 即 f(z) 三 f(x2), 所 以 f(z)= 了 在 (一 1, 十 ) 内 是 单调 增加 的 . 


提高 题 

1. 设 F(Cz) 是 周期 为 4 的 奇 函数 , 且 f(z) 二 xz? 一 27,rEL0,2], 求 FC7). 

解 f(7)=f(3)=f( 一 = 一 f(1) (于 一 2X1) 一 1. 

2. 设 下 面 所 考虑 的 函数 都 是 定义 在 对 称 区 间 ( 一 上 L,L) 内 的 ,证 明 : 

(1) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 , 两 个 奇 函数 的 和 是 奇 函 数 . 

(2) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 ,两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 , 偶 函数 与 奇 函 数 的 乘积 是 奇 函 数 . 

证 明 (1) 设 /(z),g(zx) 都 是 (一 L.L) 内 的 偶 函 数 . 则 f( 一 2)==f(z),g( 一 Xx) 二 g(x),f( 一 x)+ 
g( 一 Xz) 二 f(z) 十 g(x), 所 以 f(x) 十 g(xz) 为 偶 函 数 . 同 理 可 证 奇 函 数 情形 . 

(2) 设 [(z) 是 (一 L,L) 内 的 偶 函 数 ,g(xz) 是 (一 L.L) 内 的 奇 函 数 . 则 

A—2)=f(2) a =— g(r) 
令 h(z)=f(z)g(z), 则 h(x)=f(—z)g(—z) f(z)g(z) 王 一 h(z), 所 以 h(xz) 是 奇 函 数 . 其余 
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两 个 类 似 证 明 . 
i et co 
3. 证 明 函 数 > 一 二 二 [在 ( ,十 cc) 上 是 有 界 的 . 
证 明 因为 (1 一 |z|) 关 0 所 以 1 十 过 | 这 ?1z|, 故 1/CoD 1 一 1 一 下 和 村 < 二 ,对 一 切 zE 


(一 < ,十 cc) 都 成 立 .所 以 函数 在 (一 <-, 十 cc) 上 是 有 界 丽 数 . 
4. 证 明丽 数 y 一 点 在 (0,1) 上 是 无 界 的 . 


证 明 “对 于 无 论 怎样 大 的 M>0, 总 可 在 (0,1) 内 找到 相应 的 z. 例如 取 一 -RE (0 使 得 


ll= 吉 = 一 二 一 M+I>M, 所 以 f(x) 一 圳 在 (0,1D 上 是 无 界 丙 数 . 
(Cn 

5. 判断 函数 /(zx) 二 zsinz 在 R 上 是 否 有 界 ? 说 明理 由 . 

解 “无界 . 如 人 1z 一 kr 十 二 EZ， /Cz) 一 2kr 十 吾 ， 当 工 无 限 增 大 时 , A(z) 无 限 增 大 ,此 时 f(x) 
无 界 . 

6. 定义 在 R 上 的 函数 y= 二 f(z) 满足 /(0) 关 0, 当 xz>0 时 ,f(z) 记 1, 且 对 任意 a.,bER,f(a 二 b)== 


f(a)f(6). (1) 求 1(0); (2) 求证 : 对 任意 zxER, 有 F(z) 二 0;(3) 求 证 : f(x) 在 R 上 是 增 函 数 . 
解 (1) f(x)=1. 


(2) 当 z>>0 时 ,1==f(0)==f(z)f( 一 z)>0. 又 由 于 z>>0 时 ,F(z)>1 得 知 当 zx<0 时 ,0 二 f(x)<<1., 综 
上 ，, 对 任意 xER, 有 F(z) 之 0. 


《3) 对 任意 的 x1 过 zs 有 ,1 一 2 之 0, 人 一 人 一 吾 十 2) 二 (5 一 zx,)<1, 故 单调 增 函 数 ， 


f(zx2) f(zr2) 

习题 1.2 

1. 下 列 初 等 函数 是 由 哪些 基本 初等 函数 复合 而 成 的 ? 

(1) y= Marcsina™; (2) y=sin’ lnz; (3) y 一 ae ; (4) y=1n[ln? (ln? x)]. 


解 (1) 令 wx 一 arcsinar , 则 y 一 ,再 令 za 一 ar , 则 x 一 arcsinv, 因 此 y 一 Aarcsina* 是 由 基本 初等 函数 
y= yu=arcsinv, v=a” 复合 而 成 的 . 

(2) 令 wx 一 sinlnz, 则 > 一 好 ,再 令 v= 二 lnr, 则 二 sinv. 因此 y==sin’lnz 是 由 基本 初等 函数 y= 二 wi ,x 一 
sinv,v 三 Inz 复合 而 成 . 

(3) 令 =tanz?, 则 y= 二 a* ,再 令 v 一 妇 , 则 wx 一 tano, 因 此 y ae 是 由 基本 初等 函数 > 一 必 ,w 一 tanv， 
v 二 zx? 复合 而 成 . 

(4) 令 kx 一 lnz(lnsz), 则 > 一 ln 再 令 u 一 ln(lnsz), 则 wx 一 刀 ,再 令 zw 一 lnsz, 则 一 Inzo, 再 令 :一 lnz, 则 
也 一 如 ,因此 y= 二 ln[Lln? (lm?x)] 是 由 基本 初等 函数 > 一 Ink,u 一 雪 ,o 一 Inzo.zo 一 已 ,t 一 lnz 复合 而 成 . 

2. 指出 下 列 函 数 是 怎样 复合 而 成 的 : 

(1) y= (1+z)”; (2) y= 2 

解 (1) y=u”,u=1 二 zx; (2) y=2* ,u=vw ,v= sinz. 


3. 设 f(z 二 DD 一 如 二, 求 f(z),f(z 一 DD. 


y . t 。 2 zd 
解 设 z 十 1=zt, 则 f(1) 7F4' 故 f(z) = 
1, |zl<1, 
4. 已 知 函数 | 则 大 FCz)]= 
0， lzl>1, 


1.4 课 后 习题 解答 作 


解 [f(z)]=1. 
5. 设 F(z) 一 arcsinz, 求 1 (RE) (4). 
区 WZ 运 V3 工 
解 /CO 一 0， 7 一 1) /( 人 本 /(£) 3- 
6. 设 g(z) 一 arctanz, 求 g(0),g(1),g(CV3),g( 一 1). 
解 arctan0 王 0， arctanl 工 ， arctanV3 一 村， arctan( 一 1) 一 加 


提高 题 
1. 设 /(z) 为 奇 函 数 ,g(z) 为 偶 函 数 , 试 证 : /[f(z)] 为 奇 函数 , g[f(z)] 为 偶 函数 . 
证 明 因为 /[f( 一 z)]=/[ 一 f(z)]== 一 /[f(z)], 所 以 /[f(x)] 为 奇 函 数 ; 
因为 gLf( 一 x)]==g[ 一 f(x)j 二 gLf(z)j, 所 以 gLf(z)] 为 偶 函 数 . 
2. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 


1 一 到 2 

站 y= (2) y=2sin3z; (3) y= 
一 1 一 工 . 解 得 “一 1 一 3 一 1 一 

解 (1) 由 2 一 1, 解 得 z 1 于 y' 故 反 圾 数 为 > ES 


(2) 由 y= 二 2sin3z, 解 得 一 卫 arcsin 立 , 故 反 函 数 为 > 一 二 arcsin 人 


2 
2 可 
(3) 由 > 一 到 二 , 解 得 < 一 log。 这 : 故 反 函数 为 5 和 
1， lzl<l， 
3. 设 F(z) 王 40， lxz|=1,g(z)=e,, 求 /[g(z)]. 


一 1， |zl>1， 
1， e<l 1， 3A05 
解 ceo < 一 0， 
一 1， ee>1 = >0. 
习题 1.3 
1. 设 销售 商品 的 总 收入 是 销售 量 zx 的 二 次 函数 ,已 知 z= 二 0,2,4 时 ,总 收入 分 别 是 0,6,8, 试 确定 总 收 
入 函数 RCz). 
0 一 a。0 十 0。0 十 c， 
解 设 Rz)=az: 十 bz 十 c, 由 16 一 ac。22: 十 05。2 十 c, 得 a = ,0 一 4,c 一 0. 故 RCz) yx 二 4z。 
8 一 a。42 十 505。4 十 c， 
2. 设 某 厂 生产 某 种 产品 1000t, 定 价 为 130 元 /t, 当 一 次 售 出 700t 以 内 时 , 按 原价 出 售 ;车 一 次 成 交 超 
过 700t 时 ,超过 700t 的 部 分 按 原价 的 9 折 出 售 , 试 将 总 收入 表示 成 销售 量 的 函数 . 
130z， 0<zr<700, 
91000 十 117(z 一 700) ， 700 二 zx 专 1000. 


解 Re 一 


3. 已 知 需求 函数 为 P 一 10 一 屋 , 成 本 函数 为 C 二 50 十 2Q.P,Q 分 别 表示 价格 和 销售 量 . 写 出 利润 工 与 


销售 量 Q 的 关系 ,并 求 平均 利润 (单位 产品 获得 的 利润 右 )- 


解 LIQ)=RCQ) 一 C(Q)=QP 一 C(Q) el 9 ) (50 十 2Q) 一 8Q 对 50， 


R(Q®—CQ) 8 Q_ 50 


L(Q) 已 5 _@Q: 
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4. 已 知 需求 函数 Qs 和 供给 函数 Q， 分 别 为 Qu 一 25 一 全 P.Q, 一 20 十 10P, 求 相应 的 市 场 均衡 价格 ( 需 
求 量 与 供给 量 相等 时 的 价格 即 为 均衡 价格 ). 


解 由 Qi 一 Q,, 即 了 一 于 一 20 十 10P. 得 P 一 工 . 
习题 1.4 
1. 下 列 各 数列 是 否 收 全 ,车 收敛 , 试 指出 其 收敛 于 何 值 . 
01) {2"); C0 人 (3) {( 一 1D)"+1); (4) 人 
i 和 1+(—1)" 
(5) Ts (6) Tn 2 (7) zu 一 (一 1)"723; (8) T0000 


解 (1) 数列 {2"), 即 为 2,4,8,…,2",…. 易 见 , 当 无限 增 大 时 , 2" 也 无 限 增 大 , 故 该 数列 是 发 
散 的 ; 

(2) 数列 { 广 }, 即 为 1 去, 言 … ,让 易 见 , 当 ? 无限 增 大 时 ,二 无 限 接近 于 0， 故 该 数列 是 收 全 
于 0; 

(3) 数列 { (一) }, 即 为 1, 一 1,1, 一 1,…,( 一 1)"t!,…, 易 见 , 当 n 无限 增 大 时 , (一 1)"t! 无 休止 地 
反复 取 1, 一 1 两 个 数 ,而 不 会 接近 于 任何 一 个 确定 的 常数 , 故 该 数列 是 发 散 的 ，; 

(4) 数列 {号 一 } , 即 为 0， 地,，… 易 见 , 当 无 限 增 大 时 ,于 于 无 限 接近 于 1, 故 该 数 
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列 是 收敛 于 1. 


(5) 0; 

(6) 2; 

(7) 不 存在 ; 

(8) 不 存在 . 

2. 是 非 题 ,若非 ,请 举例 说 明 . 

(1) 设 在 常数 a 的 无 论 怎样 小 的 e 邻 域内 存在 着 {xz, ) 的 无 穷 多 点 , 则 {zx, } 的 极限 为 a. ( ) 
(2) 若 limza =a, limro =Q, 则 limz, =a. ( ) 
《3) 设 友 一 0.11…1G 个 ), 则 limz, 一方 ( ) 
(4) 若 limzw 存在 ,而 limy, 不 存在 . 则 lim(z, 士 y,) 不 存在 . € 
(5) 若 limz， 存在 ,而 limy。 不 存在 . 则 lim(zvy*) 不 存在 . 〖 ) 
(6) 车 limw ,limw 都 存在 , 且 满 足 Wo nl 2 ) Nlimu, < limo,. ( ) 
解 (1 (X). 例 如 zz 一 1 十 所 时 于,a 一 六 

(2) Cf he 

{3 Cf hs 

(4) (Vv). 


(5) (XX). 例如 = 0 lmsitn 不 存在 ,但 lim_L sinn 一 0 存在 . 
n mn pee pe 了 


=lim =0. 


(6) (X). 例如 mw 1 ,< (n=1,2,.…), 但 lim 
n oa 


1 
w+1™ 十 1 
3. 如 果 limz, 一 cv 证 明 lim | z, | 二 |a| .举例 说 明 反之 未 必 成 立 . 


证 明 ”因为 limzx, 二 a. 所 以 任 给 s 盖 0, 存 在 N 盖 0, 当 n 宇 N 时 ,有 |zx, 一 al<e. 又 ||zx,| 一 lal | 过 


1.4 课 后 习题 解答 > 


Iz —al=eln 宇 入) 时 ,所 以 lim|z,|==1a 
例如 ,数列 1, 一 1,1, 一 1,…, lim| (一 D”! |==1, 但 lim( 一 1)"! 不 存在 . 


1 一 e 
4 求 极限 limj 下 er 
1， Zz>0， 
. 1l—e 2 
向 mf 生 -|o 0 
a 


注 lim e’= 十 cc，lim er=0. 
5. 证 明 数 列 一 (一 1) 呈 :是 发 散 的 . 
证 明 设 limz。 三 a, 由 定义 ,对 于 ec 到， 3 N>>0, 使 得 当 x 之 N 时 , 恒 有 1 一 el<< 去 , 即 当 7 二 N 时 ， 


总 E (一半 ,十 去) ,区间 长 度 为 1. 而 无 休止 地 反复 取 1, 一 1 两 个 数 ,不 可 能 同时 位 于 长 度 为 1 地 区 


间 . 因此 该 数列 是 发 散 的 . 
注 此 例 同时 也 表明 : 有 界 数列 不 一 定 收敛. 


提高 题 

1. 用 数列 极限 定义 证 明 ， 

(CD lim( VaTI 一 VD 一 0; (2) a 一 二， (3) 1 各 地 人 -3 = 

证 明 (1) 由 于 | Vn 十 1 一 Vn|= i < 去 :所 以 任 给 。>0， 取 N= [ 计 ] : 当 4 2 之 N 时 ， 
LVTIWI< 二 <e 所 以 各 (VATT- -0 

(2 由 于 | 入 名 ( |- | = | 可 | (wD ,只 要 而 <e, 解 得 n> 起 十 击 . 因 
此 ,对 任 给 的 e>0, 取 N= [ 攻 二 让 ]: 则 wn>N 时 ,| 入 名 (- 号 ) We 即 jim 二 名 一 一 也 

(3) 由 于 2 | < 一 之 (n>3), 要 使 1 1| < 只 要 志 <e, 即 > 
宇 , 因 此 ,对 任 给 的 e>0. 取 N=max{3, [ 宇 ]} 当 n>N 时 ,有 | <e Mim 


若 数 列 {xz,} 有 界 , 又 limy, 二 0, 证明 limzwy, 一 0. 
证 明 因为 {zx,) 有 界 , 所 以 存在 M0, 使 得 |zx, | 三 Mn 二 1,2,…). 又 因为 limy, 二 0, 所 以 对 任意 e> 


0, 存 在 N 盖 0, 当 nN 时 有 |y,| 二 专 商 'Wlzyn =|z, lly lSM. =e. 所 以 limzwy 二 0. 


3. 设 有 两 个 数列 {4,) 与 {v)， 已 知 lim 生 一 a 隆 0, 又 limu。 二 0, 证 明 limw, 一 0. 


证 明 因为 jim 甸 一 “天 0, 所 以 lim 鱼 =lim 工 一 工 ,所 以 { 全 } 有 办 ,而 ww 一 全 .。uw 由 数列 极限 的 定义 
oo Un mln wolln a Un 
Un 


及 性 质 和 上 一 题 可 知 lima 一 0 
4 证明: 车 limz, 一 A, 则 存在 正 整数 N, 当 > N 时 ,不 等 式 |z|>> |[ 成 立 . 


证 明 因 limz, 一 人 ,由 数列 极限 的 s-N 定义 知 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 N>0, 当 xz 一 六 时 , 恒 有 |z 一 人 | 去 
e. 由 于 ||z,| 一 |A1| 志 |z, 一 A1, 故 nN 时 , 恒 有 ||z,| 一 |A1|<e, 从 而 有 |A1 一 e 过 |z, | 过 |A1 十 e, 由 此 可 
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见 , 只 要 取 s 一 | 人 | , 则 当 w=N 时 ,人 恒 有 11> 全. 证 毕 . 


5. 车 limz 存在 ,证 明 limnsin 加 一 0. 
ee moo n 


证 明 因为 limz, 存在 ,存在 M>>0 有 |z, | 三 M(n 二 1,2,…). 又 因为 


6 
nsin 一 
ne 


<ElaM, 所 以 对 
二 
s>0 取 N= [二 |, 当 "> 和 时 ,有 


习题 1.5 


asin 加 一 0 | 过 避 <e, 所 以 limnsin 0 
n n ~ n 


1. 设 > 一 2z 一 1, 问 8 等 于 多 少时 ,有 : 当 |z 一 41<8 时 ,|y 一 ?71 王 0.1? 


解 ” 欲 使 |y 一 71<<0.1, 即 |y 一 71=1(2z 一 由 一 7| 三 |2z 


8| =2|z 4|<0.1, 从 而 lz 一 4| < 时 :一 
0.05, 即 当 6==0.05 时 ,有 : 当 |z 一 4| 过 8 时 ,|y 一 7| 二 0.1( 如 图 1-3 所 示 ). 


Of 4-0.05 4 4+0.05 x 


图 1-3 
2z 一 1， z<1， 
2. 设 /= . = 问 lim/(z) 是 否 存在 ? 画 出 y=/(x) 的 图 形 . 
日 7 二 1， 1 
解 ” 由 图 形 可 知 : lim (2z 一 1) 一 1 而 lim /(x)= lim 0 二 0, 所 以 lim/(z) 不 存在 . 
zl 1 Ema 1 
3. 验证 limdzl 不 存在 . 
证 明 li |z| 2 Iz| I 
i = lim 一 lim (一 1) 1; lim 二 lim lim 1 1. 左右 极限 存在 但 不 相等 . 
所 以 lim/(z) 不 存在 . 


ar 


EE 
4. 设 f(x) 二 一 97 (a>0), 求 limf(zx). 
1 十 0 


解 f(z) 在 z=0 处 没有 定义 ,而 


池 = i 
lim f(z)— lim el lim 二 4 三 一 一 1， lim f(z)— lim!—e7—1i—1, 
0t 0ta zl] sot a z 0 ltarz 1 
故 limf(z) 不 存在 . 
2 


5 判断 极限 limarctanz 是 否 存 在 ,并 说 明理 由 . 
解 由 于 lim arctanz 一 


六” 下 
了 ， lim arctanz 一 一 


下 ,所 以 limarctanz 不 存在 . 
ee 2 pe 


提高 题 


若 lim F(z)=A 二 0, 证 明 在 xz。 


证 


0 


明 


因为 lim /(z) 一 A>0, 由 极限 定义 , 取 s 一 全 


的 某 一 个 去 心 邻 域内 f(x) 二 0. 


1.4 课 后 习题 解答 0 


存在 5 二 >0, 当 0 二 |z 一 x01 二 5 时 ,有 |f(z) 一 A| 二 


全 , 即 0< 会 -=A 一 全 <f(z)<A+ 全 ,所 以 CD) 二 0(0<1z 一 mm 一 5). 
习题 1.6 
1. 选择 题 
. zz 十 27 一 sinz 
人 ntsne 
A. 不 存在 B. 0 C. 2 D, 玛 
(2) 设 F(z) 一 -es +1 7 "lm ). 
ez 
A. co B. 不 存在 Cc.0 D. 雯 
一 2 Yls rs, rl, 
(3) 设 /(z)= s(x) = Wlimf [gz)]( 。 )， 
/ Fy le Ma sl las) 
Wi -二 B. 1 C4 D. 不 存在 
de 
(4) lim 针 二 并 二 十 2 一 一， 则 a,6 的 值 分 别 为 ( 。 ). 
tx 1l 
A. a=—3,6=0 B. a=0,6=—2 C. a=—1,6= D. a=—1,6=—2 
(5) 设 0<a<6b, 则 lim Va" 十 名 一 ( D: 
| B. 0 C.a D.b 
答案 (1) D;(2) B;(3) D;(4) D;(5) D. 
2. 求 下 列 各 式 的 极限 : 
网 70 a 30 3 2 
中 = 
十 Vz 十 VZ 
本 二 
的 (5) lim z(Wz 二 IT 一 z); 人 
h>0 h z+ zl 
1 2 地 | 1 d= 
(7) lim (= 正二 (8) (1 十 去 十 去 十 a (9) limx 
和 1 (IVD UYz) (Nz) 
(10) lim (T= 2 QD lim5 寺 一 (12) 人 
1 nm 1 sw 
解 (1) limCaz 十 DC8z 一 1D)2 Ce 过 | re 
a (5z+2)™ 3 ( Nm 5 
5 十 大 
而 让 让 过 i et D0 尖 一 上 这 
lim (B= 云 FT) me (022 一 1)(2z 十 1) ce (2x2 一 1)(27 十 1) dr 4 
(3) lim yz lim E 
a = 
z+ Vrtyr + 王 
TI rv 
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或 用 抓 大 头 lim -一 im =1. 
z 十 Vz+W VT 
Ca) Min Sth in 2 
h0 h h=0 
- - 2 1 
5) lim z(CVz 二 1 1 三 
( mz 请 工 ) i 3 
2 a 
(6) lim2z 1 《已 2 3. 
rl zl z=1 
| 2 | 1 
a lim (= Tz) in 2 
Ps! 
nn 二 1 
(8) lim (1 二 十 于 十 …+ 司 lim I 2. 
2 


(9) tml li (Vz—D (Vz+1) | 
rl s(x I WH) sZtl 2 
1 ee (a—1)(w 和 2) z+2 
Su 种 (去 er 


(11) 1 时 ,分 子 和 分 峡 的 极限 都 是 零 ( 型) 先 约 去 不 为 零 的 无 穷 小 因子 x 一 1 后 再 求 极 限 ， 
开 一 1 (r+1)(z—1) z+t1i 1 和 S 
lm 一 3 limez 二 3)(z 一 1) 一 mm 十 3 一 2 消去 零 因子 法 ) 
(12) 因 分 母 的 极限 为 0, 故 不 能 应 用 极限 运算 法 则 .而 要 先 对 函数 做 必要 的 变形 , 因 分 子 中 含有 根 式 ， 
通常 用 根 式 有 理化 ,然后 约 去 分 子 分 母 中 的 公 因子 . 


，(1 一 wz)( 一 迷 )G 一 焰 ) (1—z)(1—z)(1—zx) 

lim 3 lim 3) 3 4 4 4 

二 1! (1 一 z) 一 !(1 一 z)3(1 十 Vz)(1 十 Yz 十 VZ2)(1 十 VZz 十 Vz 十 WVz5) 
了 


lim- 
lH +HYT+ Vi) +tYr+ Yr Mr) 24 
一 六， 试 求 及 m 的 值 . 


解 ee ax’ 一 Zz 二 4) 1 一 a 十 1 十 4 一 0, 故 a 一 4. 于 是 


Li 23 一 4z2 一 并 十 4 m (z+1) (2 一 5z 十 4) 
= TI un z+1 


| lim (5x— Vaxz? 一 bx 十 c) 二 2, 求 a,b 之 值 . 
ps 
和 | 
解 国 lim (5z- VarBT) lim (SX— Mar’ —bz+e) (5z+ Var’ —brte) 


te ws Sz Var —bzte 


一 Z 十 4 


10， 即 m=10. 


人 
(25 一 az 十 bz 一 < (20 


lim 3 lim 2， 
一 + 57r 十 Vazz 一 pr 十 c 一 5+Aja 一 二 + 三 
A x 
25 一 a 一 0， 
故 ， bp __。 解 得 < 一 25,0 一 20. 
5+Ve 
VZz 一 3， ZX 之 3， 
5. 已 知 Fa 一 人 Yz 3， 7 人 3 目 limf(z) 存 在 , 求 w 
十 a， ES 


解 lim f(x)= lim (z 十 a) 一 3 十 a， lim w= = 因为 lmf(zx) 存 在 ， 所 以 3 十 a 二 0, 从 


3 Est 3 


1.4 课 后 习题 解答 © 


而 a 二 一 3. 
工 一 1 ， Z<0， 
6. 已 知 f(z)= + So mp ne fn mn fs 
z+1 
i 2 1 
解 因为 lim f(z)= lim (z 一 1) 一 一 1， lim jz 一 lm 一 一 = 所 以 limf(z) 二 一 二 此 
I>0 0 z=0t x-0t 
外 , 易 求 得 
3 1 
, 二 
lim f(x)= lim < a 1 lim 工 =0; lim f(z)= dim (zx—1)=—% 
z+ e+ ww 二 1 十 co 1 一 一 
1 
提高 题 
1. 设 数 列 {z,}) 收 敛 , 则 ( 。 ). 
A, 当 limsinz, =0 时 ,limz, =0 B. 当 lim(z,t VIzT1)=0 时 ,limz, =0 
C. 当 lim(z, 二 xz?)=0 时 ,limz,=0 D. 当 lim(z, 十 sinz,) 一 0 时 ,limz, 一 0 


答案 D. 
习题 1.7 
1. 计算 下 列 极 限 : 


(1) lnmsa (2) lm 3 TEGcotal 
0 tan5z pe 
(5) limsinz 一 Sina ， (6) limarcsinz ， (7) lim< 一 sin2z ， (8) limcos a 
za TX—a 0 工 0 十 Sin27 0 
解 〈1) lim lim = 
0 0 WT 
tan37 
tan3z __ 1. 3x 3 3 
a De ws tan5z 5 5 
5 工 
(3) limzcotz 一 lim 一 一 一 1. 
0 "0tanz 
i ra 
(4) liml 一 cos2x 一 lim2sin 一 2. 
0 Sinr ro0ZSin 
Fm 汪汪 
inz 一 sina 2 Be 
(5) limz lim cosa. 
ae 了 一 区 za =a 
(6) limarcsinz 一 1i arcsint 
0 工 z=0sin(arcsinz) 
另 法 : 令 y 二 arcsinr, 则 有 z= 二 siny, 且 当 xz>0 时 ,y>0， 故 limarcsine 一 ta 一 一 1 
Im 
_ sin2zx 1_2 Sin2 工 
(7) limz 一 Sin2 工 和 ji 27 1 一 2 1 
盖 0 十 sin2 工 0] | Sin2r 一 01 十 2 sin2z 1 十 2 | 
这 27 
(8) rn S03 lim2sin2zsinz limdsin2 。 sinz 一 4. 
x0 0 区 0 27 3 


2. 计算 下 列 极限 : 
基 


(1) lim ln(1 十 2z)# (2) lim (1+ 十 rs (3) tim (<) ; 
pe es 
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十 3 工 十 1 本 3 十 2r rx? Es 
(4) lin (2 fi) ; 《5) tim (57) ; (6) lim( = 
解 (1) lim In(1+27)* =In lim(1+27)* =In[lim(1+27)#J?=2. 
入 二 1 
(2) lim (1+ ) lim (1+ ) ez =Ye. 
| | 轨 2z 2z 
(3) im 人 (二 ) lm (1+ 去 ) =e. 
2 下 .341 
2z 十 3 \z+i (1+ 芯 ) 于 
(4) lim lim e. 
a2zr+1 ee 1 dr 
(i+ 去) 
le 3 十 元 SN zr.2 E i 1 z+2—2 .2 
®lm(sFi) “im[ (lap) ] -te[(1+zrz) |] 
ed 了 2 十 2 ,2 | < 
a (sar) ] 人 (1 二 相 
外 DN 
TE 站- 
3. 求 下 列 极限 : 
1 L EN el a ge | 
yy wat 7 十 V2 导 寺 (2 lim (二 72 十 2r nn Fx) 
lim/ (4) lim(1 十 2 十 3") 广 ; 
1 Ee 寺 Li 
‘9 加 (到 + 二 TD GE) CO 
1 1 1 n n 
解 (1) 因为 一 一 一 - 十 … 二 ,而 1i i 1, 所 以 由 夹 
nin ntvyl 7 十 V2 n+ re 二 人 en 十 \L 
1 
中 Ft 三 
下 准则 7 十 V2 二 
| 1 1 722 ne ne ， 
(2) 因为 -< "人 (二 pt | "而 lm 1; lim 本 1, 所 以 由 
1 1 
| 
夹 表 准则 limn ( 元 十 X 十 元 十 于 二 | 


(3) 因为 让 4< /Ss ,im 


1 "2 十 (二 1)"” 
2 * 所 以 由 夹 晕 准则 lim 了 


(4 由 CI 十 2 十 9) 一 3[1 二 (于 ) +( 寺 ) ”, 易 见 对 任意 自然 数 .有 
< 
族 s: 二 <s[1+ (对 +( 宇 ) “3 而 lim3 二 一 3, lim3 3 一 3, 所 以 
matetet -ms[t(#) + (3S) 
(5) 设 加 = 让 十 上 志士 二 jj- 显然 
et 


1.4 课 后 习题 解答 © 


Wt; 1im 世 计 一 0, 由 夹道 准则 知 limzs 一 0, 即 
ET 
9 1 1 
lim (去 er ep ) 和 
1 9. aaDe1e1l ev。 
(6) 由 型 一 3 0 一 于 一 这 .又 lim 忆 一 0. 所 以 由 夹 通 
n” n n n n nn 了 n 了 2 7 n 了 n>oo 7 


准则 知 lim 半 = 
moon 
4. 求 下 列 极限 : 


(1) limzsin 二 


(2) lim(1 一 z)sec (3) lim(1 十 3tan2z)mezy 
ro 1 2 0 
= +2 zr’ I 
(9 lim(F 3) ; (5) lim 二 
1 sin 计 
解 (1) limzsin 一 = lim = 
ro TT mm 1 
3 
at 
(2) 令 1 一 z=4, 则 lim(1 一 zx)sec 室 =lim 2 lim 2_— = 
1 2 一 "0 ， MN Xm nt x 
2 


(3) lim(1+3tan? x) 
Pe 


= lim 


oo 


全 小 


| 


EE 
二 lim [(1 十 3tan2z)sonz ] :一 


士 3 一 二 


2 
zl 


i 二 亲 
(5) lim ( EE ) 


提高 题 
1. 求 下 列 极限 : 


(1) lim( cos27 十 2zsinz)z 


= 
4 


(4) lim(sinz+cosz)=* ; 
0 


解 (1) lim(cos2z 十 2zsinz 
0 


mn[ (itz) 


(2) limyn; (3) limz [sn In(1+ 训 )-sin mn (2+ 二)]: 


V1 十 tanz 一 V1 十 sinz ( 守 ) 
Zz Le n 


5 (6) lim 
0 3 


和 
4 


) 支 一 lim(1 十 cos2z 十 2zsinz 一 1) 支 
a 


1 cos2z 十 2zsinz 一 1 
=lim[ (1+cos27x++2zsinz— 1) mT2rsine I ] zt 
0 
起 
=es, 
3 要 人 s ts 
注 i 1 lim2zsinz 2 2 limsinz 。 工 Sins 2 limz Sa 2X 工 1 
之 0 E 3 0 工 泌 z0 ZX、 6 3 


0 


lim: 
0 ZY 


(2) 令 炊 王 1 十 六 (mm 志 0), 则 


ne 一 二 在 下 一 节 将 学 到 . 


n=(1+r,)" 1 十 am te 上 十 > 了 io>1D ,因此 ,0<7 二 /二 
由 于 lim 0, 所 以 limr, 二 0. 故 limyn 二 lim(1 十 7,) 二 1 十 limr, 二 1. 
es a i es 
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(3) limzsin ln (于 ) lim 


lm (1 二) limln (11 32) 3. 


oo co 


同 理 limzsin [+ 二 )] 一 所 lm [sin ln (1+ 六 ) sinm 人 1+ 二 ) ] 3 一 1 一 2. 


(4) 解法 一 ” 原 式 = EC =lim( i =lim[ (1 i 一 e。 
0 0 0 


解法 二 、 令 y=(sinz 十 cosz)*, 则 有 lny= 二 In sinz 十 cosz)， Wim J a el 
Er 


二 0Sin 工 十 cOS 工 
1, 所 以 原 式 二 e. 


. Vl 二 tanz— V1 十 sinz _,. tanz— sinz _ 1,. tanz— sinz 

(5) lim lim: = lim T 
0 工 一 oz3(VITtanz 十 VITSinz) 2 工 
1 li Sinz 一 SinzcosZz _ 1 1i sinz 。]1 一 cosr 。 1 1 
2 os 2 = 工 2 cosT 4 

fa 1， 工 VCD 3 
(6) iin ( ) lim 1+ 二 lim 1+ ) 人 一 1. 
2. 设 数列 {z,} 满 足 0 和 zi<r,zo+i 一 sinzs(z 一 1,2). 

二 


(4) 证 明 limz, 存在 ,并 求 该 极限 ;(2) 计算 lim (于)” 


(1) 证 明 zsinzm 过 z1 Tat 二 Sin 之 za, 且 0 达 z 达 rs 故 {z， ) 单 调 有 界 , limz, 存 在 . 设 limz 四 
4 在 数列 递 推 公式 z+ 二 sinz, 两 端 取 极限 ,得 
limzt 二 limsinz,， 即 有 /二 sinl ,得 /一 0. 即 limz, 一 0. 


(2) 解 lim (“ut jE 一 各 (se ) 二 是 1= 型 极限 . 


mo In mo Zn 


二 i 1 。 1 区 1 
lim (2 tim (1+ 2 1)* lim (1+ 于 


mo Tn mo Tn 


、 i -ez 
lim - 
= nO 二 El n 一 er zr 一 er 了 一 e 


(本 题 用 到 sinz 一 工 一 -ze ) 


3. 设 0< 训 过 3,zot1 王 Vzn(3 一 zn) 证明 limz, 存在 ,并 求 该 极限 
证 明 ”因为 0 二 x 过 3, 知 x1(3 一 x1) 均 为 正 数 , 因 此 有 


0< 一 VI]< 二 号 一 了 一 也 (算术 平均 数 大 于 等 于 几何 平均 数 ) 


设 0<a 志 六 (>D, 则 0<mn 一 VR < > 


由 数学 归纳 法 ,对 任意 的 正 整 数 x 一 1, 均 有 0<ms< 了 * 因 而 数列 {z,} 有 界 . 


叉 玉 一/ 写 一 1 之 V5 了 一 1, 故 知之 zz ) 单 调 增 加 有 界 ， 从 而 (1 的 极限 
存在 . 


设 limz, = 在 zn 二 VB 到) 两 边 取 极 限 ,得 /二 VI 一世 , 解 得 1 二 0 或 / 7. 因 0<x,<< 闻 上 且 


1.4 课 后 习题 解答 A 


单调 增加 , 故 limz, 一 站 ,会 去 /二 0. 
no 2 
4. 设 届 二 1,ws 二 2,n 宇 3 时 ,uw 二 ww-1 十 Un-2. 
(DD 求证 : 3 wu ,< 一 2 (2) 求 lim-. 
器 noo Un 


证 明 (1) 因为 = 二 1,ws = 二 2, 当 nn 之 3 时 ,wu 二 wi 十 W_z ,所 以 ,wus 记 0. 又 坟 4= 二 wi 十 _z 记 ui; 所 
以 ,{wu) 单 调 增加 . 


tn 一 zi 十 zz 一 2 (n>3), Un = Un un > un 十 于 wo = (n 宇 3)， 
Wp } 
所 以 2 


(2) 由 (DD) 知 : 训 w-4<w,, 所 以 


故 lim 革 一 0. 


mo Un 


习题 1.8 

1. 举例 说 明 : 在 某 极限 过 程 中 ,两 个 无 穷 小 量 之 商 两 个 无 穷 大 量 之 商 无穷 小 量 与 无 穷 大 量 之 积 都 不 
一 定 是 无 穷 小 量 , 也 不 一 定 是 无 穷 大 量 . 

解 ” 例 1, 当 z>0 时 ,tanz,sinz 都 是 无 穷 小 量 , 但 由 
也 不 是 无 穷 小 量 . 

例 2, 当 zcc 时 ,27 与 工 都 是 无 穷 大 量 ,但 于 一 2 不 是 无 穷 大 量 , 也 不 是 无 穷 小 量 . 


例 3, 当 xz>0+ 时 ,tanz 是 无 穷 小 量 ,而 cotz 是 无 穷 大 量 , 但 tanz。cotz= 一 1 不 是 无 穷 大 量 ,也 不 是 无 穷 
小 量 . 

2. 判断 下 列 命题 是 否 正确 : 

(1) 无 穷 小 量 与 无 穷 小 量 的 商 一 定 是 无 穷 小 量 ; 

(2) 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 之 积 为 无 穷 小 量 ; 

(3) 有 界 函 数 与 无 穷 大 量 之 积 为 无 穷 大 量 ; 

(4) 有 限 个 无 穷 小 量 之 和 为 无 穷 小 量 ; 

(5) 有 限 个 无 穷 大 量 之 和 为 无 穷 大 量 ; 

(6) y=zxsinr 在 (一 中, 十 中 ) 内 无 界 ,但 lim zsinr 了 2; 

(7) 无 穷 大 量 的 倒数 都 是 无 穷 小 量 ; 

(8) 无 穷 小 量 的 倒数 都 是 无 穷 大 量 . 

解 (1) 错误 ,例如 ,第 1 题 例 1. 

(2) 正确 . 

(3) 错误 . 例如 , 当 zx 一 0 时 ,cotz 为 无 穷 大 量 ,sinz 是 有 界 函 数 ,cotz。sinz 一 cosz 不 是 无 穷 大 量 . 

(4) 正确 . 


(5) 错误 . 例如 , 当 z->0 时 ,十 与 一 二 都 是 无 穷 大 量 ,但 它们 之 和 二 十 (一 于) 一 0 不 是 无 穷 大 量 . 


Smz 一 coszr( 当 xz-~>0 时 ,cost 一 1) 不 是 无 穷 大 量 ， 
tanz 


(6) 正确 . 因为 YM>0, 了 正 整数 人 ,使 2kx 十 于 >M. 从 而 7(2kr+ ) (2 3 jsm(2r+ ) 


2kx 十 也 >M, 即 y 一 zsinr 在 (一 cc, 十 cc) 内 无 界 .又 WM>0, 无 论 X 多 么 大 ,总 存在 正 整 数 有 ,使 Er>X， 
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使 F(2kr) 一 Arsin(Rr) 一 0<<M, 即 xz 十 cc 时 ,| zsinz| 不 无 限 增 大 , 即 lim zsinz 夫 =. 
(7) 正确 . 
(8) 错误 . 只 有 非 零 的 无 穷 小 量 的 倒数 才 是 无 穷 大 量 . 零 是 无 穷 小 量 ,但 其 倒数 无 意义 . 
3. 指出 下 列 函 数 哪些 是 该 极限 过 程 中 的 无 穷 小 量 , 哪 些 是 极限 过 程 中 的 无 穷 大 量 . 


(1) Jz) 一 环 一 125 (2) f(z)=lnr,r>1,x>0t+ ,rr 十 coi 

(3) f(x)=et ,x0+ sT>0 5 (4) 7(zD) 一 于 一 aretanryz 一 十 coi 
= rv 

5) f(D TEsinr roo; (6) jz) 一 二 3 十 -到 二 cov 


解 (1) 因为 im 一 4 二 0, 即 ZX 了 2 时 ,zx 一 4 是 无 穷 小 


穷 大 量 . 

(2) 从 f(x) 二 lnz 的 图 像 可 以 看 出 ， lim lnz .lim lnz 一 0， lim lnz 十 吕 , 所 以 , 当 x>0+ 时 ,x 一 
十 co 时 ,F(z)=Inz 是 无 穷 大 量 ; 当 xz 一 1 时 ,f(zx) 二 Inz 是 无 穷 小 量 

(3) 从 /CD 一 弛 的 图 可 以 看 出 ，lim ct 一 十 cy lim 久 一 0, 所 以 , 当 z>0+ 时 ,/(z) 一 敢 是 无 穷 大 量 ; 


x0 


当 z0- 时 ,7Cz) 一 生 是 无 穷 小 量 
(4) 因为 im (Baretane j= 0, 所 以 当 2 十 co 时 ,7(z) 一 本 一 arctan7 是 无 穷 小 量 


(5) 因为 当 x*ce 时 ,二 是 无 穷 小 量 ,sinr 是 有 界 丽 数 ,所 以 工 sinr 是 无 穷 小 量 
《6) 因为 当 zo 时 ,十 是 无 穷 小 量 ,1 十 十 是 有 界 变量 ,所 以 十 /1 十 古 是 无 穷 小 量 . 
4. 求 lime 


解 因为 lm =lim 二 。 sinz， 而 当 z 一 cc 时 ， 二 是 无 穷 小 量 ， sinz 是 有 界 量 (| sinz | 三 1), 所 以 


sinz 


He 
5. 当 xz0 时 ,判断 下 列 各 无 穷 小 对 无 穷 小 z 的 阶 : 
CD Vitsinrs (2) zf rl; (3) -3rt+r. 
解 (1) 因为 jm 1 所 以 当 =0 时 VE+sinz 是 的 二 阶 无 穷 小 
(2) 因为 lim 二 imet 一 D 一 一 1 所 以 当 0 时 过 一 二 是 的 于 阶 无 穷 小 
(3) 因为 lim NE 关 lim(1 373 + ) 1 所 以 当 >0 时 是 工 的 寺 阶 无 穷 小 . 
6. 比较 下 列 各 组 无 穷 小 : 
《Ii 当 ,后 3 与 1 一 zi (2) 当 z>0 时 ,(1 一 cosz)? 与 sinzz; 
(3) 当 r>1 时 ,1 一 z 与 1 一 \. 
= 
解 CD 四 为 im 这 im 贡 所 以 当 z>1 时 ,二 ~1 一 Vz 


1.4 课 后 习题 解答 © 


1 2 
ey 2 oI 
i ou) wal ) 0. 故 (1 一 cosz)? 为 比 sinzz 高 阶 的 无 穷 小 . 
pe 


(2) 


为 lim 1 一 和 =lim (一 -一 一 lim(l 十 江上 十 % 天 ) 一 3, 所 以 ,无 穷 小 1 一 z 是 1 一 江 
一 11 一 ”一 !(] 一 Wz) (1+Yz+ Y 22 一 1 


的 同 阶 无 穷 小 . 
7. 利用 等 价 无 穷 小 代 换 , 求 下 列 各 极限 : 


(3) 


1 
3sinz 十 zzcos 


. 1—cos27x 。 一 o 本 开 
Es 2 pT 7 号 ee sin27 了 
3 
| ViT 二 -1 
Er 中研 二 (0 li 
(7) lm/a (a 一 1D); tey tats) n= =2lne 
mm 0 . 
-2 
解 (1) lim 一 Ss 一 lim 一 2 
0 TSINT 0 
3sint 二 xz? cos 二 3sinz+ x?cos A 1 3 
站 S 3, 
(2) limeT Teoma mt im 27 Da 
Ea 
—cossr_ |. (1l—cosz)(l++coszrtcos: zx) MR 
3 im XIsin2z a We 一 人 二 5 i 
sinz 1 一 cosz 
(9 lim( 下 )=: tanz 一 sinr 一 一 jim cos 一 liml 一 cosz ,1 一 lim-2 一 0; 
sinr tanz =0 Sinztanz 0 Sinrtanz 0 tanr cost 一 0 工 
ez 2z 
$6) tim 二 
(6) lim 
(7) limy/n Oa —D= limyi(er™—1) in 0; 
1 三 一 2 志和 Es Ey 
ln(at+z)+ln(a—z)—2lna_ , " a n ( 至 ) 和 a’ 1 
(8) lim. 了 lim- 可 lim- 3 lim—sz FE 
x*0 并 0 TI e*0 I 0 XI a 


. VM 学 sl 3 站 
已 知 lim: 1 十 nD 1_2, 求 limf (xz). 
x0 e"—} 0 


1 
1 让 f(r)sin2r=1 本 7Cz)sin27 


解 因为 lim(es= 一 1) 一 0, 所 以 ,2 一 lim lim limf (xz),， 所 以 
0 0 w= 0 3z 3 一 0 
limf (x)= 
0 
提高 题 
2 
E 交 Hm (2tcosr)= 六 
100 2 100 2 
解 lim 3 十 2_0,2-cosz 有 界 , 故 lim 开 十 3z 十 2(2 十 cosz) 一 0， 
rt Ee’ 二 8 + E+8 


人 求 极限 Jimz 下 RCTJ (Se) | 
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(n+) 
解 ” 原 式 ==lim 3 lim: lim: 3 
x0 度 x0 工 0 于 
2 
limeo3< 1 i 2 
20 Bx 0 372 和 


3. 当 z~0 时 ,函数 e*™ 一 es 与 xz" 是 同 阶 的 无 穷 小 量 , 则 "一 


解 ee 一 emz 一 esinr (ez sa 一 1) 一 tanz sinr~~ 汪 zz, 所 以 二 


4. 当 zx>0+ 时 ,车 I (1 十 2x),(1 一 cosz)* 均 是 比 z 高 阶 的 无 穷 小 , 求 的 取 值 范围. 


解 lm(1 二 2z) 一 (2z)* 一 2ze， (1 wnt (Fe) (#) 


a 
根据 题 意 知 ,x 二 oC(x), xz" 一 oCz), 则 有 a1 有 2>1, 所 以 1<a<2. 


5. 设 a 二 zx(cos Vz 一 1]) ,4s 二 Vxln(1 十 YE) ,as 二 Yr 十 1 一 1. 当 x>0+ 时 ,以 上 3 个 无 穷 小 量 按照 从 低 
阶 到 高 阶 顺序 排列 . 


解 a 二 zx(cos Vi Vw (Vz) 二 


YETID YE Na, YET 1 
则 3 个 无 穷 小 量 从 低 阶 到 高 阶 排列 为 aa ,as ,a. 
6. 当 zx0+ 时 ，Vz 十 Vz 与 1 一 cosz* 是 同 阶 无 穷 小 量 , 求 a. 
解 VzTYi~zt ,1 一 cosz* ~ 二, 则 24 一 二 ,ae 一 了 


8 


7. 根据 定义 证 明 : 当 z->0 时 ,y 一 工 ?sin 十 为 无 穷 小 


证 明 Ve>0, 要 使 


sn |<#<e, 只 需 |z|1<ye. 取 6=ye, 则 当 0 二 |zx 一 0| 过 


。 
sin 二 -| =|z*| 


9 时 , 恒 有 


2 sin 汪 | 一 se, 所 以 limz?sin lo. 
I I*0 TT 


8. 证 明 ; 丽 数 ,一 二 cos 二 在 区 间 (0,1] 上 无 界 , 但 当 xz~~0+ 时 ,该 丽 数 不 是 无 穷 大 . 


证 明 ”对 于 任意 给 定 的 正 数 M, 取 > 走 &EN), 则 | - cos - [= 


只 要 h> 站 ,就 有 | 二 cos 十 | >M., 这 表明 y= 士 cos 二 在 (0,1] 上 无 界 . 但 它 不 是 无 穷 大 . 因为 对 于 任 


意 给 定 的 正 数 M, 取 z= 一 上 一 (kEN), 则 | Teos| =0 不 大 于 M. 


Ar 十 了 


1 十 2z 


9. 设 函 数 > 一 ; 问 工 应 满足 什么 条 件 能 使 |y| 玫 10+? 并 证 明 xz>0 时 该 函数 是 无 穷 大 . 


2 


解 a 
-3 


>2+12T’ 后 ,要 使 | 寺 [>10,s 只 要 2 二 Hi>10, * 即 1z|<10r 一 5 对 于 任意 给 定 


的 正 数 M, 要 使 | 芋 下 


二 M, 只 要 2 十 入 [>M, 即 |z| 过 -5 这 表明 Z~0 时 函数 是 无 穷 大 . 
10. 设 a,B 是 无 穷 小 ,证 明 : 如 果 a~B, 则 B 一 a 二 o (a); 反 之, 如果 B 一 a 二 o (a) , 则 a~B. 
证 明 设 a~B, 则 lim 肥 =1, 故 lim 对 lim(€ 1) 0, 故 B 一 a=o(a). 


1.4 课 后 习题 解答 0 


设 8 a=o(@), 则 lim im 人 (二 1) 0. 所 以 lim 刀 1, 即 a~B 


习题 1.9 


1. 研究 下 列 函 数 的 连续 性 : 
2 ， 0<z<l, 局 二 
他 (2) Fo 一 三 四 
2 一 xz， l<zx<2; 1 一 


解 (1) F(z) 在 [0,1] 与 (1,2] 上 连续 . 又 lim f(z)= limz? 二 1， lim f(x) lim (2 一 z) 一 1, 故 f(z) 


1 E =!l zit 
在 z 一 1 处 连续 . 从 而 /(zx) 在 [0,2] 上 连续 . 
(2) f(z) 在 (一 co, 一 DD,[ 一 1,1],(1, 十 ee) 上 连续 .又 lim f(z) limz he FR et 1, 故 


zl 


f(z) 在 z=1 处 连续 ; ee J ee 1=1, lim pd iin, WE 放 f(z) 在 zx 一 一 1 处 不 连续 . 即 


一 1 


i 十 <) 上 连续 


Crt wes 
2. 常数 C 为何 值 时 ,可 使 数 /Co) 一 | Cs ;在 (一 ,十 oo) 内 连续 
本 了 DZ> 
解 f(z) 在 (一 2,3),[3, 十 =) 上 连续 . 在 z+ 二 3 处 ,lim f(z)= lim (Cz 十 1) 一 3C 十 1， f(z)= 
3 3 
lim (Cx 一 1 二 9C 一 1, 因 /(z) 在 (一 c ,十 =) 上 连续 ,所 以 3C 二 1 一 9C 一 1， 即 C= 寺 . 

， 0 
3， 设 函数 7 人 应 当 怎样 选择 数 4, 使 f(z) 成 为 在 (一 =“ 十 <") 上 连续 的 丽 数 ? 

TT, 7 二 U， 


解 ” 要 使 函数 (x) 在 (一 中 ,十 中 ) 上 连续 , 则 函数 /(z) 必 在 z==0 处 连续 . 故 lim f(x)= lim e*==1= 


0 一 0 
/(0) 二 a. 因 此, 当 a==1 时 ,函数 F(z) 在 (一 ,十 c=) 上 连续 . 
ln(1 十 2z) dt 
4. | J 求 k 值 使 得 f(z) 在 点 z==0 处 连续 . 
k, X=0, 
解 ” 因 为 limf(z) 二 lim 革 (22 二 lim 给 
-0 0 E43 0 工 


连续 . 


2. 所 以 当 二 (0) 二 lim/(z) 二 2 时 ,f(z) 在 点 z==0 处 


6 a 取 何 值 时 ,7Co 一 人 et 在 xz 一 0 处 连续 . 


解 因为 F(0) 一 ao， ee lim cosz 一 1， Ce lim (atz) a. 要 使 im /(z)= lim f(x) 一 
了 (0), 必须 a 二 1. 故 当下 仅 当 a 一 1 时， 函数 /(z) 在 < 二 0 处 连续 . 
立 十 2 2Zz0， 
6. 讨论 Te 一 在 x 一 0 处 的 连续 性 . 
z—2 TO0 


解 ” 因 为 lim /(7)= lim (z+2)=2=/(0), lim f(z)== lim (zx 一 2) 二 一 2 关 f(0), 右 连续 ,但 不 左 连 
0 TO 0 0 


续 , 故 函数 f(z) 在 点 zx 一 0 处 不 连续 . 
7. 指出 下 列 函 数 的 间断 点 及 其 所 属 类 型 ,若是 可 去 间断 点 , 试 补充 或 修改 定义 ,使 函数 在 该 点 连续 . 


上 Xz ey 1 | 
(1) Ll (2) 3 一 arctan 1; (3) A et 
1/z, Z<0， 
二 和 这 (5) y=608 ,z=03 Ey en Se ea 
了 tanzs 四 3 一 


1 
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区 二 um 

解 (1) 函数 无 定义 的 点 为 z= 二 0,7 二 土 1. 因为 im TiC 1， om By 1, 所 以 z 
0 为 第 一 类 跳跃 间断 点 . 

又 因为 limT 疙 二 二 让 一 去, 所 以 一 1 为 可 去 间断 点 ,补充 定义 (1) 一 亏 , 则 函数 在 x 一 1 处 连续 .而 
lim 避 , 故 zx 一 一 1 为 第 二 类 无 穷 间断 点 . 
-1| zl|(z2 一 1) 

(2) 函数 无 定义 的 点 为 x 一 1. lim arctan 1 » lim arctan 一 工 , 所 以 xz 一 1 为 第 一 类 跳跃 

Cy 1 lim ii 流 


间断 点 . 


RE 
(3) 一 3x 十 2 二 (x 一 2)(x 一 1), 故 函数 无 定义 的 点 为 + 二 1,zx 二 2. 因为 jn 一 


2, 故 z=1 


为 可 去 间断 点 ,补充 y(1) 二 一 2, 则 函数 在 x 二 1 处 连续 . lms 


一 cc, 所 以 zx 一 2 为 无 穷 间 断 点 . 
(4) 函数 无 定义 的 点 为 Zz 二 kxsx 一 hr 十 于 肖 一 0, 土 1, 十 2，…. 当 k=0 时 ,lm 一 0, 故 xz 一 0 为 可 去 


间断 点 ,补充 y(0) 二 1, 则 函数 在 z==0 处 连续 ; 


当 关 0 时 ， i co , 故 zx 二 kr 是 无 穷 间 断 点 ; 
lim 0 故 z= 十字 2 是 可 去 问 断 点 ， 补充 y(t 全 一 0, 则 函数 在 zx 一 Ar 十 下 处 连续 . 
hn 十 至 en 2 


(5) limeos* 士 不 存在 , 故 x 一 0 是 丽 数 的 第 二 类 问 断 点 . 

(6) F(z) 的 定义 域 为 (一 co,1)U(1, 十 co), 且 在 (一 cc,1),(0,1)(1,2)(2, 十 co) 中 f(z) 都 是 初等 函 
数 ,因而 /(z) 的 间断 点 只 可 能 在 xz 二 0,zs 二 1,z3 二 2 处 . 

由 于 ref tim =， 因此 xz 二 0 是 /(z) 的 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 ); 


0 


由 于 limf(z)==lim 忆 地 一 2, 且 f(z) 在 zs 二 1 处 无 定义 ,因此 x 二 1 是 f(x) 的 可 去 间断 点 ; 


由 于 lim /(zx) lim El 3, lim /(z) 二 lim (z+1) 一 3,7(2) 一 3, 因 此 zs 一 2 是 /(x) 的 连续 点 


2 2 2 i 
8. 设 /(z) 在 点 xo 连续 ,g(x) 在 点 zo 不 连续 , 间 f(z) 十 g(z) 及 [(x)，g(z) 在 点 xo 是 否 连续 ? 若 肯 
定 或 否定 ,请 给 出 证 明 ; 若 不 确定 试 给 出 例子 (连续 的 例子 与 不 连续 的 例子 ). 
解 f(z) 十 g(xz) 在 点 zo 肯定 不 连续 ,证 明 如 下 : 车 f(x) 十 g(x) 在 zxo 连续 ,因为 f(x) 在 点 zo 连续， 
故 g(x) 二 [f(z) 十 g(x)] 一 f(x) 在 点 xo 也 连续 ,此 与 题 设 矛盾 . 
f(x)。，g(z) 在 zo 的 连续 性 不 能 确定 . 例如: 若 /(z) 三 1,g (xz) 为 任 一 在 zxo 不 连续 的 函数 , 则 


i 天 0， 


f(z)，g(z) 在 zo 不 连续 . 又 例 : 者 1-eo| 工 Zo 二 0, 则 f(z),g(z) 满 足 题目 要 求 ， 
0， 三 0's 
二 
zsin 一 ， 工夫 0， 
但 f(x)，g(z)= 工 在 zo 一 0 处 连续 . 
0， 过 二 站 
9. 求 下 列 极限 : 
(1) lim (sin ViTI—sinVD); (2) lim tan (In St1 
Se 2 + ( ZT 


加 A L 
(3) lim(1+2D) 训 ， 的 lm Fi: 


1.4 课 后 习题 解答 全 


解 (1) lim (sin VzT1—sin Vz)= lim 2cos VE 二 1 十 VEsin A 
+ 


z+ 


ji cE 辣 
又 因为 lim sin en sin( lim “ET i )= sn mT 万 万 )- 0, 而 


过 1。 故 lim (sin Vz 十 1 一 sin Vx)==0. 


n+ 


Vz 二 1I 十 Vz 
Ce 


Conn 4z2 十 1 
(2) n(n ) ] =en2n2. 


(3) 因为 (1 十 2z) 本 一 (1 十 2z) 去 三 ,所 以 lim(l 十 2z) 病 一 im[ (1 二 22) 吉 ] 志 "二 ef. 
(4) 因为 f(z) 一 寺 e 是 初等 丽 数 , 且 zo 一 2 是 其 定义 区 间 内 的 点 ,所 以 /(z) 一 元 导 ] 在 点 x 一 2 处 


到 2 
连续 ,于 是 lm 村 [一 SI 一 与 . 


提高 题 


1 设 /Co 一 [im 袜 一 志士 好 为 连续 坝 数 , 试 确定 v 与 4 的 值 . 


co， |z|>1， 
解 首先 求 出 /(x), 注意 到 limz” 二 (1， |z| 二 1, 即 应 分 段 求 出 f(x). 
0， |z| 天 1， 


3 Nd Bd | 
有 | ii i 
|z | 二 1 时 , f(x) lim ZT 3 


QZ 和 


当 |z| 过 1 时， /CD 一 lim az? 十 bx. 于 是 得 


az2 十 Dr | z| 去 1. 
其 次 ,由 初等 函数 的 连续 性 , 当 |z | 二 1, |z| 二 1 时/(z) 分 别 为 初等 函数 , 故 连续 . 
后 ,考察 分 段 函 数 的 连接 点 z 一 士 1 处 的 连续 性 . 根据 定义 ,分 别 计算 


limf(2)= lim 工 =1， lim /f(z)= lim (er:+bz)=atb; 


zlt zlt 1 一 zl 
lim f(2)= lim (ax’+br)=a—b, lim f(7)= lim Hol1; 
zl lt 一 ! 一 1 


f(z) 在 z=1 连续 后 lim f(z) lim f(x) 1) 全 a 十 0 一 1 二 Co 二 01 


sl 1 十 
Satb=1; 
f(z) 在 zx 1 连续 lim f(x) lim A f(—DSa—b 上 tg b—1) 
(一 D 一 D+ 2 
Sa—b=—1. 


Q 十 0 一 1， 


因此 f(z) 在 z= 土 1 均 连 续 | 1 号 0 一 0 一 1 故 仅 当 a 一 0,6 一 1 时 7) 处 处 和 连续， 
On 
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3 
In( tar ) z<0, 
工 一 arcsin 工 
2. 函数 /(z) 一 15 0" 间 a 为 何 值 时 ,/(z) 在 : 
A 
hs 1 了 
i 
Zsin 下 
(1) z 一 0 处 连续 ; (2) z 一 0 为 可 去 间断 点 ; (3) z 一 0 为 跳跃 间断 点 . 
ER 
解 hn We se has). 一 6a， lim f(7)= lim HE el 2a +4. 


-ZX—arcsinr 
rot 0t 2 
4 


令 一 64 二 2a’ 十 4, 得 a 1 或 a 2 
当 a== 一 1 时 ， ra f(a) = Mf On) 故 f(z) 在 z=0 处 连续 . 


当 a 二 一 2 时 ， in f(z)= lim /D12#/0) -6 故 f(x) 在 z=0 处 为 可 去 间断 点 . 
当 ua 天 一 1 是 < 已- 2 时 ， 在 二 0 处 为 跳跃 间断 点 . 
3. 讨论 函数 F(z) 一 工 Im 圭 至 ”的 连续 性 ， 车 有 间断 点 ,判别 其 类 型 . 


ol 二 x I 
p i lz|=1, 
解 f(z)=z limj 寺 于 一 |0， zl 一 1， 
-2 zl>i 
li fC) | it £2)== Ys li f(z2)= ss 1, 所 以 x 二 1 为 函数 的 跳跃 间断 点 ; 
1 
因 关 lim /= 1 bs x=1, lim fn “iim (一 7) 二 一 1, 所 以 x 二 一 1 为 函数 的 跳跃 间断 点 ， 
二 1 xz 一 一 1 一 rr 一 1 一 
T， <0， 
4. 已 知 函 数 /Cz) 一 4 1 1 1 判断 z=0 是 /(z) 的 连续 点 还 是 间断 点 . 
a pr 


解 ”lim f(x)=0， lim /Cx) Lim 过 =0,/(0)=0 , 即 lim /(zx)= lim /(z) 王 /(0), 故 f(z) 在 zx=0 处 
到 0 We 0 T 0 


连续 . 
5. 设 /(z) 在 点 zo 连续 , 且 / (xo) 关 0, 试 证 存在 6 二 0, 使 得 当 xEl(x0 一 6,zo 十 0) 时 |f(z)| 二 
f(xo) 
人 


证 明 取 e 一 | 人 各 站 >0. 因 7(z) 在 点 连续 , 故 存在 9>0, 使 |z 一 mm 一 6, 即 zE (mm 一 6:zo 十 9) 时 ， 


|f(2)— f(x0) |<e LC i rn) HG 一 7 一 7Cxo) 十 | ,于 是 : 


(1) 若 F(zo) 二 0, 则 A910) -LE = Le. 


(2) 车 f(z0) 过 0; 则 f(z) 二 La 即 | rz 91> Ga | 

3 

一 一 一 一 一 0， 
6. 设 F(z) 一 1azr 十 0， 0 过 xz 壹 1, 为 连续 函数 , 求 常数 a.b. 

an 全 也， 人 

半 二 和 

3 一 下 0 
| 0 i A Ee 1 二 A PD i oe De 
x0 x0 立 0 a 3 0 十 0 十 


昌 


1.4 课 后 习题 解答 人 
因为 f(z) 在 z 一 0 处 连续 ,所 以 lim f(x)= lim f(x) 二 f(0), 即 。 站 


lim /C2) 一 ,ey 
Ed 1 
3 


a. 


lim f(z)= lim (az 十 0 一 0 十 ay 


1 1 
因为 /(z) 在 z==1 处 连续 ,所 以 lim /(z)= lim 1(CzD) 一 7GD), 即 6+a=1. 又 ta, 得 a 一 吝 ,b 
Ed 1 
Ee 
41l, |zl 过 ce， 
7. 设 函 数 /(z) 二 (| 2 在 (一 吕 , 十 吕 ) 内 连续 , 求 c. 
， Izl>e 
|zl 
ee Sy 


解 f(z)=4z 十 l， 一 crx<e， 


2, xz>e 
六 


lim f(z) = lim [i 2, lim F(z)= lim(z+D=e+1, f(—-0=f(0)=0+1. 
ce 十 rc bd 上 ze zc 一 


因为 f(x) 在 z=c 处 连续 ,所 以 lim f/(z)= lim /(z) 一 7(c), 即 有 e+I= 二 , 解 得 < 一 1. 


习题 1. 10 

1, 证 明 方程 x 十 2x=6 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 3 之 间 . 

证 明 设 /(x)=x? 十 27 一 6, 则 /(x) 在 [1,3]J 上 连续 , 且 /(1)== 一 3 二 0,f(3)= 二 9 之 0, 由 零点 定理 ,在 
(1,3) 内 至 少 有 一 点 名 使 /() 二 0, 即 方程 x 十 2z 二 6 在 (1,3) 内 至 少 有 一 根 . 

2. 证 明 方程 zx 一 asinz 十 b(a 二 0,0>0) 至 少 有 一 个 正 根 , 并 且 它 不 超过 a 十 b. 

证 明 设 FCz) 王 asinz 十 0 一 z, 则 FCz) 在 [0,a 十 和 上 连续 , 且 

f(0)=6>0, f(at+b)=asin(at+b) —a=aLsin(at+b)—1]<0. 

若 f(a 十 ) 二 0, 则 a 十 b 是 方程 二 asinz 十 b 的 根 ; 

车 f(a 十 b) 二 0, 由 零点 定理 ,在 (0,a 十 b) 内 至 少 有 一 点 纪 使 FS) 
方程 zx 一 asinz 十 0 至 少 有 一 个 不 超过 a 十 b 的 正 根 . 


3. 证 明 方程 ze” 一 1 在 区 间 ( 言 ,1 ) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 


0, 即 是 方程 x 二 asinz 十 b 的 根 , 故 


证 明 设 F(x) 二 ze” 一 1, 则 F(z) 在 [去 "1] 上 连 绞 又 


主要 Ep 1 1 1 
5(5) Fe l=F(et 2) = (Ve 2)<s(V4 2)= 2)<0, 


F(1)=e—1>0. 
由 零点 存在 定理 ,F(z) 一 0 在 ( 译 ,1 ) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
因 F(z)=e* (1 十 2z?) 之 0, 故 F(x) 二 ze” 一 1 在 [去 :1] 单 调 增加 ,从 而 F(z)=0 在 ( 喜 ,1) 至 多 有 


一 个 实 根 , 故 ze 一 1 在 区 间 (去 ,1) 有 且 仅 有 一 个 实 根 
4. 设 /(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 0</(z)<1, 证 明 在 [0,1] 上 至 少 存在 一 点 6 ,使 得 /9 一 


证 明 设 F(zx) 二 zx 一 f(x), 则 由 题 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,和 且 FF(0)== 一 f(0)<0,F(1)==1 一 /(1) 宇 0. 
0, 则 可 取 ==0 或 =1 结论 成 立 ;否则 下 (0) 二 0,F(1) 记 0, 由 连续 函数 的 零点 定 


车 下 (0) 二 0 或 F(1) 
理 , 存 在 &E (0,1) 使 得 F(S) 一 0, 即 FS 一 
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5. 设 函 数 f(z) 在 [0,2a] 上 连续 , 且 /(0) 二 了 (2a), 证 明 在 [0,a] 上 至 少 存在 一 点 和 ,使 得 /6) 一 
f(tta). 

证 明 设 F(z)==f(z) 一 f(x 十 a), 则 F(x) 在 [0,a] 上 连续 日 F(0)==f(0) 一 f(a)==f(2a) 一 f(a)， 
F(a) 王 Fa) 一 帮 (2a) 一 一 F(0). 若 下 (0) 一 0, 则 和 0 即 为 所 求 ;车 下 (0) 隆 0, 则 F(0)F(a) 二 一 Fr (0) 二 0, 故 
由 零点 定理 ,存在 &E (0,q) 使 F(&)==0, 即 f(&)==f(&+a). 

6. 车 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,a 过 zi 二 zs 二 … 二 xz, 过 b, 则 在 [zx ,zx,]J 上 必 有 ,使 
Fe) fx) tt fx) 


n 


CS) 
证 明 因为 FCz) 在 Lz,zsjCra,o] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [zi,zx,] 上 有 最 大 值 M 和 最 小 值 关 , 则 


mca) 芝 MG 一 12 从 而 m< 丰 2 十 fma) 十 ”十 faz)<<M, 由 介 值 定理 ,至 少 存在 -点 6 使 
_ Crz) 十 FCz) 十 … 十 FCz) 


n 


n 


JS) 


高 题 

1. 设 /(zx) 在 [a,5] 上 连续 且 无 零点 ,证 明 ; 存在 六 二 0. 使 得 或 者 在 [ae, 疏 上 恒 有 f(x) 三 m, 或 者 在 
[a,6] 上 恒 有 f/(x) 志 一 m. 

证 明 若 有 xzoE[a, 妇 ,使 FCzo) 二 0, 由 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 值 定 理 , 设 [/(z) 在 zi ELa,6bj] 取 最 小 值 
7M, 则 可 断定 盖 0, 从 而 f(x) 三 m,zE[a, 候 . 车 不 然 , 则 mm 二 0, 由 连续 函数 介 值 定理 ,在 xo 与 zi 之 间 必 有 
一 点 和 ,使 f/( 和 二 0. 此 与 /(z) 无 零点 矛盾 . 

同 法 可 证 ,车 有 zoE[a, 妇 ,使 FCzo) 一 0, 则 存在 >>0, 使 [/(7) 二 一 m,zE[asb]( 一 m 为 (xz) 在 [a,65] 
上 最 大 值 ), 则 一 mm 二 0, 从 而 mm 二 0. 

2. 若 /(z) 在 [a,b) 上 连续 , 且 lim /(x) 存 在 ,证 明 f(z 在 [a,b) 上 有 界 . 

证 明 设 lim/(x) 一 A, 取 e=1, 由 极限 定义 ,存在 0<6<b 一 a, 使 当 0<b 一 x<6, 即 xz€ (0 一 5.0) 时 ， 


eb 
|f(z) 一 A|<e=1;, 从 而 | f(x)|=|f(z) 一 A+A| 志 |f(z) 一 A| 十 |A|<1+|A|. 

又 因 / (zx) 在 闭 区 间 [a,b 一 6] 上 连续 ,从 而 有 界 , 设 在 [a,b6 一 6] 上 , |/(X)| 壹 M, 记 N= 
max {M, |A| 十 1), 则 当 zE [a,b) 时 , 恒 有 | f(x) | 三 NN. 

3. 设 f(z) 在 [ae, 十 cc) 上 连续 ，Fa) 过 0， 且 lim f(x)=A<0, 证 明 : 在 [Le, 十 c<=) 上 至 少 有 一 点 6, 使 
f=0. 

证 明 只 要 能 找到 一 点 x 这 a, 使/(z) 达 0 便 可 对 /(x) 在 [a,zx1] 上 应 用 零点 定理 ,得 到 所 需 的 结论 . 


因 lim_/(z) 二 A<0. 故 对 = 贡 [>0. 存 在 史 >0, 当 xz> 癌 时 ,有 Jo 一 AI<e, 即 -二 [+A< 
im, 


f(D)<| 生 4A= 全 <0. 取 实 数 zi 二 Xe ,这 样 F(a) 二 0, 而 f(z1) 二 0, 由 零点 定理 知 : 在 (a, 十 中 ) 内 至 少 


有 一 点 6, 使 F(9) 一 0. 由 于 (ao,z)C(a, 十 cc=), 也 就 是 说 在 (a, 十 =) 内 至 少 有 一 点 和 使 F(6) 一 0. 

4. 证 明 方 程 一 3z=1 在 (1,2) 内 至 少 存在 一 个 实 根 . 

证 明 设 /(z)=zx 一 37 一 1, 则 f(x) 在 [1,2]J 上 连续 , 且 Fl) 一 一 3, (2) 一 25, 由 零点 定理 ,在 (1,2) 内 
至 少 有 一 点 ,使 f/( 引 二 0. 即 方程 苹 一 3z 一 1 在 (1,2) 内 至 少 有 一 根 . 


证 明 设 f(z)= 一 zt 一 3z? 十 77 十 10, 则 f(z) 在 [1,2] 上 连续 , 且 f(1)==9,f(2)== 一 4, 由 零点 定理 ， 
在 (1,2) 内 至 少 有 一 点 &, 使 /(&) 二 0. 即 方程 一 z+ 一 3x? 十 7x 十 10 二 0 在 (1,2) 内 至 省 有 一 根 , 即 曲 线 y= 
一 好 一 3z2 十 7z 十 10 在 xz 二 1 与 x 一 2 之 间 至 少 与 x+ 轴 有 一 个 交点 . 

6. 证 明 在 (0,2) 内 至 少 存在 一 点 zo ,使 得 er 一 2 二 zo. 

证 明 设 f(z)==er 一 x 一 2, 则 f(z) 在 [0,2] 上 连续 , 且 f(0) 二 一 1<0， f(2) 二 一 4 这 0. 由 零点 存在 


定理 知 在 (0,2) 内 至 少 存在 一 点 zo ,使 得 em 一 2 一 zo- 
复习 题 1 解答 
1. 是 非 题 
(1) 无 界 数列 必定 发 散 ; 
(2) 分 段 函 数 必 存 在 间断 点 ; 
(3) 初等 函数 在 其 定义 域内 必 和 连续; 
(4) 车 f(z) 在 xo 连续 , 则 必 有 nf iy 


(5) 若 对 任意 给 定 的 e 一 0， 存在 自然 数 N， 当 n>N 时 ， 总 有 无 穷 多 个 ww 满足 lw 一 


必 以 A 为 极限 . 
答案 (DV ;(2)X;(3)X;(4)V ;(5) X. 
2. 填空 题 
(1) lim( Vnt 2—Vn) 
+ Lz) 


sin2z 


37— 


n—l1 


ln 
(2) 已 知 lim 人 )_s wim/ - 


(3) lim(z 二 ez ) 志 二 


| 


1.4 课 后 习题 解答 人 


J 疡 病 
二 一 一 一 


Al<e, 则 数列 {6} 
& 


5 7Z<0， 
(4) mo 加 ” "在 (一 = 十 c ) 上 连续 则 a 一 
acosz 十 z2， zx 宇 0 
《广电 已 知 lim 二 二 全 二 一 3, 则 4 一 ,b= 
E T | 3 
解 (GD) li = (Vnt2—Vn) (Vnt2+Vn) Vn 
(TY nT 
三 站 (2 十 2 一 2) Vn—l ( 
Tt 村 
,2Vn 
一 1 = 
mA 人 
(2) 因为 z~~0 时 分 母 趋 于 0, 而 整个 分 式 的 极限 存在 ,所 以 分 子 也 趋 于 0. 
f(x) Fwy 
1 mn (1+sm5z] li sin27x Li f(x) Li JR 5 
2 i 20 zl 027» zhn: 2ln3 “” 
故 lim- 全 各 -一 10Ins. 
im zezz 一 1 lim +2 
(3) 本 题 属于 1” 型 ， 故 lim(z 十 @*) 吉 二 er 一 er =e. 


( 注 : 因为 lm 
(4) f(z) 在 z=0 处 连续 , 则 f(0 一 0) 二 有 (0) 二 了 f(0 十 0) ,而 


二 天 一 1, 所 以 Te 一 1~z 二 22=33. ) 


2z 
f(0—0)= lim f(x)= lim lim EE=2, fC0+0)= lim f(z)= lim (acosz 十 2) 一 a， 
x*0 0 I>0 bt 0 十 0 十 
则 一 2. 
(5) 因为 z>1 时 分 母 趋 于 零 ,而 整个 分 式 的 极限 存在 ,所 以 分 子 也 趋 于 零 . 
lim(z2: 十 az 十 六 二 1 十 ac 十 0 一 0， 即 a 1—& 
zl 
im 到 十 az 十 0 lim 2 二 (1—Dzt+b lim‘<— 1 <0) 1—6=3 
zrl ZX 1 工 一 1 zl w= 4 
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则 5= 一 2,a=1. 

3. 选择 题 

(1) 设 f(z) 在 R 上 有 定义 ,函数 f(z) 在 点 zo 左 、 右 极限 都 存在 且 相 等 是 函数 f(z) 在 点 zo 连续 
的 ( ). 


A. 充分 条 件 B. 充分 且 必 要 条 件 
C. 必要 条 件 D. 非 充 分 也 非 必要 条 件 
(2) 车 函数 7 人 hs 在 R 上 连续 , 则 a 的 值 为 ( ). 
cosxr, ZX<l1 


A, 0 B. 1 Le DB 2 

(3) 若 函 数 /(z) 在 某 点 zo 极限 存在 . 则 (  ). 
A. f(z) 在 zxo 的 函数 值 必 存在 且 等 于 极限 值 B. f(x) 在 xo 函数 值 必 存 在 ,但 不 一 定 等 于 极限 值 
C. f(z) 在 zo 的 函数 值 可 以 不 存在 D. 如 果 f(zo) 存 在 的 话 , 必 等 于 极限 值 


(4) limasin 二 一 人 


A. co B. 不 存在 | D. 0 
2z 


(5) im 人 1- 过) = 


A. ee’ B. ~ C. 0 BD 


解 (1) C; (2) D;(3) C; (4) C; (5) A. 
4, 利用 极限 定义 证 明 : 
3n+1_ 3 


GD) limae 一 (2) lim0。99…9 一 1. 
四 站 nm 个 
证 明 (1) Ve>0, 要 使 | 间 寺 一 < 人 <e, 只 要 n> 广 , 取 N=[ 立 ], 则 当 w>N 时 ， 
一 1 二 
et 3 让 1 3 
恒 有 ,| ame pe 
{2) ia 只 要 jo 寺 <e, 即 只 要 nn 之 log*. 取 N= 
" 中 
[loge 志 ] , 则 当 x 之 N 时 , 恒 有 |0。999…9| 过 e, 即 lim0 * 999…9 一 1. 
nm 个 个 
5. 求 下 列 极限 : 
CD tim +t Ye, (2) limi Cm— 
larcsin2 Vr Ee ~lnn 
1 2 | n e : / 
人 re pa) 的 wavs w= 
和 和 5 2n 二 1 
C5) lim [EXR+axs +t" +a tr] 


解 (1) 当 z>1 时 ,ln(1+ Wz 一 ~ Yr-T,arcsin? Vr -1~2 Yri—l. 


3 3 
由 等 价 无 穷 小 代 换 ,得 im 了 nd 十 vz 一 ]) 一 im 一 xz 一] 一 lim 


mLarcsin2 Yr—1 i2 Vr-l si2 Vrtl 22 


i 
C2) lim ND ie A 


pr ey 2aoln(l+z) 


1 i 2 i n 和 2 n 


多 mtntn mintn YY ntntn Rn 1 十 天 十 于 


1.4 课 后 习题 解答 罗 


1 2 n 
二 二 十 二 
i bi 和 2 5 7 1 十 2 十 … 十 2 
所 以 nn 二 n+n 于 十 2 十 1 二 下 nn 十 nn 十 1 
n(lt+n) n(lt+n) 
| 2 dl 本 1 十 2 十 … 十 nn 党 | ee . 
因为 nt+ntn n+tntn 2 NN 7 十 2 十 1 n+nt+l1 2 Ce 一 2) ,所 以 
2 n L 
lim (元 Tt 十 n 十 2 | 2° 
| 人 
(4) lim( WVz 十 3Vm = 人 n+3Vn n—V) (Vnt3Vn 有 一 VD) 
二 人 Vnt3Vnt Vz 一 V 
1 十 3 一 2 十 Wi _). 4Vn 


二 lim 
”Ma 十 3 十 Va 一 V Rt 
， 5 ,.., 2nt+l . nt 1 
2x3 rzotiy | 血 [ 芭 到 2 27 3 到 | 


3 
linm [EXE 


= | kk 


(z+ DD "art 1) 


6. 设 im C71w “一 8， 求 a 的 值 . 
95 5 Xx” 
解 因为 8 一 lim 竺 刻下 一 lim 下 如 和 一 qs， 所 以 < 一 沽 . 
z+1，z<0， 
7. 已 知 丽 数 10- ”在 点 xz 一 0 处 连续 , 求 5 的 值 . 
2zx—b, z>0 
解 mf a Es ee 
因为 Cz) 点 Zz 二 0 处 连续 , 则 tim CD 一 lin/ 即 5= 一 1. 
8. 求 下 列 函数 的 间断 点 ,并 判断 其 类 型 . 车 为 可 去 间断 点 ， 试 补 充 或 修改 定义 后 使 其 为 连续 点 . 
22 十 工 i 
0 Z 天 士 1] 及 0， 
0， > 一 土 1. 
解 因为 /(z) 在 z==0 处 无 定义 ,所 以 z=0 是 /(x) 的 间断 点 . 
又 因 TCD 一 加 一 二 一， = le na tl. 


所 以 z=0 为 /(x) 的 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ). 


f(z) 在 x= 土 1 处 有 定义 ， i 


5 二 ,所 以 zx 二 一 1 为 f(z) 的 可 去 间断 点 . 


ce, 所 以 z=1 为 f(x) 的 无 穷 间 断 点 . 


ti) 
-strt (sz 1 


9. 求 下 列 函 数 的 间断 点 并 判别 类 型 : 


lim f(x) Jim， 
一 1 


tn lzl, fl, 2 —1 
(DD f(D Fs (2) f(z)= 二 (3) f(z)=[z]; (4) f(x) 2 


解 (1) 当 z= 一 1 为 第 二 类 间断 点 (无 穷 间断 点 ). 
(2) xz 二 0, 为 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ). 
(3) xz 二 0, 土 1, 士 2,…, 均 为 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ). 


4) lim f(D- im 要 二 lim 1 (m=+-]; 


zot 2 0 十 
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号 下 
lim /C2) tim TT lim 二 一 一 1 人 ms- 中 ， 


所 以 x 二 0 为 第 一 类 (跳跃 ) 间 断 点 . 
和 器， > 
10. 设 a>0,f(z)= 
Me va 一 上 ， jo. 
(1) a 为何 值 时 ,x=0 是 f(x) 的 连续 点 ? (2) a 为 何 值 时 ,z=0 是 f(z) 的 间断 点 ? 


(3) 当 a 二 2 时 求 连续 区 间 . 


解 (1) lim f(z) 二 f(0) 二 十 , lim f(z)== lim f(z)== lm 如 一 ve=z-_1 ,要 jz) 在 z=0 连 续 ， 
0t 2 0= a 工 2wVa 


0 


则 到 一 寺 ,所 以 2 
a 


(2) 由 (1) 可 知 ,ao>0 且 a 冯 1 时 z=0 是 f(z) 的 间断 点 . 

(3) 当 a==2 时 ,f(z) 在 z=0 间 断 ,但 右 连续 而 不 左 连续 , 故 F(z) 的 连续 区 间 为 (一 = ,0) 及 [0, 十 c=)， 
有 z 一 0,z 一 土 2， 

了 a 0 二 |z| 二 2， 求 出 f(z) 的 间断 点 ,并 指出 是 哪 一 类 间断 点 ,车 可 去 , 则 补充 
4， |z|>2, 

解 (1) 由 lim/(x) 一 4,/ (0) 一 2, 故 x 二 0 为 可 去 间断 点 ,改变 f(z) 在 z==0 的 定义 为 (0) 二 4, 即 可 

使 /(z) 在 z==0 连续 . 
(2) 由 lim /x)=4, lim f(x) 二 0, 故 x 二 2 为 第 一 类 间断 点 . 


2 2 


(3) 类 似 地 , 易 得 z= 一 2 为 第 一 类 间断 点 . 


Te Sin a » 0s 
全 3 


12. 到 To 在 z=0 处 的 连续 性 . 


er 十 B， x0 


解 当 a<0 时 ,lim f(z)= lim (zs 二 ) 不 存在 ， 所 以 z=0 为 第 二 类 间断 点 ; 


当 a>0 时 ,lim /(z)= lim (zn 二 )=0. lim /()= lim (er 十 及 一 1 十 B, 所 以 有 一 一 1 时 ,在 zx 一 0 
连续 ; 当 p 尖 一 1 时 , x 二 0 为 第 一 类 跳跃 间断 点 . 

13. 车 f(z) 在 [0,a] 上 连续 (a>>0) 且 / (0)==/ (a) ,证 明 方程 f(x)==f (z+ 公 ) 在 (90,a) 内 至 少 有 
一 个 实 根 . 

证 明 令 F(z)=f(z) f (z+ 和 ) ,在 [9 ] 上 用 零点 定理 . 

14. 验证 方程 x2* 一 1 至 少 有 一 个 小 于 1 的 根 . 

证 明 设 f(z)==x27 一 1, 易 知 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 /0) 王 一 1<0,F(G) 王 1>>0, 故 36E (0,1) ,使 
9 一 0. 

15. 证 明 : 若 fz) 在 (一 ,十 2) 内 连续 , 且 lim7(z) 存 在 , 则 f(z) 必 在 (一 ,十 ) 内 有 界 . 

证 明 令 lim (7) 一 A, 则 对 给 定 的 一 个 E 二 0, 3X>>0, 只 要 |z| 二 X, 就 有 |JCz) 一 4 天 e, 即 
A 一 e(f(z)) 二 A 十 e. 又 由 F(z) 在 闭 区 间 [ 一 X,X] 上 连续 ,根据 有 界 性 条 件 , 3M>0 ,使 | f(x)| 志 M， 


XE[ 一 XX,Xj, 取 N=max{M,1A 一 el ,|4A 二 el) , 则 |F(z)| 委 N,zE( 一 co ,十 co). 
16. 设 f(x) 在 [a,b]J 上 连续 , 上 且 a 过 zx 过 zx 二 … 过 xz, 过 byci (i 二 1,2,…,n) 为 任意 正 数 , 则 在 (a,5) 内 至 


1.4 课 后 习题 解答 0 


EE ~ cf x)tes fx) “tof Cx) 
少 存在 一 个 &, 使 /(&) 志 丰 豆 丰 过 下 吕 


证 明 令 M =max{f/(z)} ,m= Bin (f(r))} ), 则 


1<i<n 
re )<M, am<a f(r)<aM, 
m<f(r)<M, cm<es fn eM, 


mf(z)<M, cm f (x )SeM, 


fz ites f(zs) tt ef (x,) 


a 三 M, 由 介 值 定理 存在 


所 以 m 壹 2 


Gn) Tos) tt f(a ) 
Ee, 


17. 设 f(z) ,g(x) 在 [a,6J]J 上 连续 , 且 Fo) 一 g(a) ,FFCO) 二 g(O)， 试 证 : 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 
f(8)= g(8). 
证 明 假设 F(z)==f(z) 一 g(x), 则 F(a)==f(a) 一 g(a) 二 0, F(5)= 二 (5) 一 g(5) 记 0, 于 是 由 介 值 定 
理 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 个 &, 使 /( 和 一 g()==0, 即 /( 和 二 g(8. 
2z 十 3 


自 测 题 1 答案 
1. 解 (1) 本 题 属于 1= ， 故 加 [天生 ) ”一 A 


&(a 二 zx 三 fx, 一 b), 使 得 f(&) 


(2) 当 rz 一 0 时 ,(1 |Az2) 二 一 1 一 Ph’ veosz 3 于, 故 得 二 4 于 也 , 即 大 如 


(3) lim f(2)= lim (atet)=a, lim f(z)= lim sin3z 


0 x0 0 十 0 十 


因为 f(z) 在 z=0 连续 , 则 es ds 0 


=3,f/(0)=6+1. 


| » 
(4) 因 limyegzy 一 2' 则 limyi) 一 en 3 limyehy 6, 故 
,f/f(27)_, 2 2 
I 0 汐 5 
fC27) 
(5) 正 . 
2. 解 (1) zx 一 1 为/(z) 的 可 去 间断 点 ,意味 着 lime- 一 一 存在. 
(zs—a(z—1) 
又 因为 lim(zx 一 1 二 0, 耐 lim 一 和- 存在 ,所 以 lim(er 一 b) 二 e 一 b 二 0 过 6 二 e, 于 是 
1 re a)(z—1) zl 
i er—b i ee ji 
Azra rl) ra zr—l) ara)(z—l) za)(r—l) ra 
若 要 lim-“- 存 在 , 则 a 1. 所以, 当 a 关 1,6=e 时 ,x 二 1 为 /(x) 的 可 去 间断 点 . 故 选 C. 
Te1 


(2) f(x) 二 xsinz, 故 : 
当 习 一 Ar 时 ,FCzo) 一 0, 即 人 >co 时 ,FCze) 一 0; 


当心 一 2kx 十 时 ,f(zx) 2kx 十 这 ; 即 k>oo 时 , f(z) 一 oo. 
在 zx 一 吕 的 过 程 中 ,f(x) 可 以 取 到 0, 故 不 是 无 限 增 大 ,但 有 部 分 值 是 无 限 增 大 ,因而 f(x) 一 zsinz 在 
一 ce, 十 co) 内 无 界 ,但 不 是 无 穷 大 . 故 选 A. 


| lim ED VE 十 和 十] ,所 以 /(z) 与 g(x) 是 同 阶 无 穷 


re 
(3) 1 1 
二 全 人， Ct 


小 ,但 不 等 价 . 故 选 D. 


@ 第 1 章 函数 .极限 和 连续 


sin(3—7) 一 1 二 i 
(4) lim -Sosz = lim lim 1, lim zsin lim—E =1,lim =1, 
x i 工 ae IT mm 1 0 SINT 
Ee - 2 各 到 2 TX 2 这 
limsinCtanz) 2 limtanz 一 1. 故 选 A. 
0 X 0 XT 
(5) 当 z 一 0,z 一 一 1,z 一 1 时 函数 没有 定义 ,因此 z 一 0,z 一 一 1,z 一 1 为 /(z) 的 间断 点 
E ZKZ 一 1) xC—1) 之 
人 
因 lim f(x) 了 lim /(z), 故 z=0 为 /(z) 的 跳跃 间断 点 . 
0 I*0 
lim /CD 一 lim， m=) co, 故 xz 一 一 1 为 /(z) 的 无 穷 间断 点 
Pa —z(z—1) (z+1) A 
人 dl 2 | 和 
limf (xz)—limse 1 TF) 1 , 故 z 1 为 /(z) 的 可 去 间断 点 . 故 选 C. 
理 3 i Ce 
3, 解 (1) lim (VFTI—z)- 人 有 lin CVz 二 1 一 2CvYz +I+z- | 1 -0， 
ep 0 zi 二 1l+zx 一 + V 好 十 1 十 z 
(2) lim YI—27=lim(1 2 
(3) 令 一 上 十 1， 则 
:i ln(1+2) 了 a 
limzz 一 1 一 limcl 二 DT( 分 子 进 行 等 价 无 穷 小 代 换 ) 一 limz 二 一 2 
Ri 3 二 CC 
CO lm 
0 0 SIDZ 0SINT 
4. 解 lim /(x)= lim (a 十 z2) 一 ay lim f(x)= lim Sin 0,/(0)=a. 
0 一 0 一 0 十 0 十 字 
因 f(x) 在 z=0 连续 , 则 lim f(x)= er 即 有 a=0. 
pe 
二 po sinz | 
5. 解 lim fC2) = Him (es te ) Gs lim Ga) lm ( 1) 0,/(0)=k 十 1. 
因为 f(x) 在 z=0 连续, 则 lim f(x) lim f(x) 了 (0), 即 0=k 十 1 二 0, 故 得 外 , 
0 0 
6. 解 (1) lim f(z)= lim 了 过 1, 故 zx 二 一 1 是/(z) 的 可 去 间 
一 1 ==i《(Z 十 1)(22 一 2 十 1) 一 122 一 Z 十 1 3 
断 点 . 


(2) 函数 在 z+ 三 1 和 xz 一 2 处 都 没有 定义 . 
lim /1(z) 一 南 . A f(x) 二 0, 故 zx 二 1 为 跳跃 间断 点 ; ilim/A(z) 一 so， 故 x 二 2 为 无 穷 间 断 点 . 


sg 

7. 解 人 CD 二 ao 人 志 2 一 3z 一 1, 则 F(z) 在 (一 co ,十 cc) 上 连续 . 又 

矿 (z) 一 3z: 十 8z 一 3 一 (3z 一 1)(z 十 3). 

和 

了 

dim f(2)=—%, /3)=17>0, f/f()=-1<0, limn A(z) 一 十 co， 


+ 


令 了 f(z)=0 得 z 一 一 3,z 一 


则 F(z) 王 0 在 (一 c ,一 3),( 一 3.0).(0, 十 cc) 上 各 有 一 根 , 故 f(x)==0 在 (一 = ,0) 内 有 两 个 实 根 . 


第 C2》 章 


导数 与 微分 


2,1 大 纲要 求 及 重点 内 容 


1. 大 纲要 求 

(1) 理解 导数 的 概念 及 其 几何 意义 ,了 解 函数 的 可 导 性 与 连续 性 之 间 的 关系 . 

(2) 了 解 导数 作为 变化 率 的 实际 意义 ,会 用 导数 表达 实际 应 用 中 一 些 量 的 变化 率 . 

(3) 熟练 掌握 导数 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 求 导 法 则 ,熟练 掌握 基本 初等 函数 的 
导数 公式 . 

(4) 理解 微分 的 概念 ,了 解 微分 概念 中 所 包含 的 局 部 线性 化 思想 ,了 解 微 分 的 四 则 运算 
法 则 和 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,会 求 函 数 的 微分 . 

(5) 了 解 高 阶 导数 的 概念 ,掌握 初等 函数 一 阶 、 二 阶 导 数 的 求法 . 

(6) 会 求 分 段 函 数 的 导数 ,特别 是 利用 定义 求 分 段 点 处 的 导数 . 

(7) 会 求 隐 函数 和 由 参数 方程 确定 的 函数 的 一 阶 二 阶 导数 ,会 求 反 函数 的 导数 . 

2. 重点 内 容 

(1) 利用 导数 的 定义 求 函数 的 导数 ; 

(2) 根据 导数 的 几何 意义 求 曲线 的 切线 与 法 线 ; 

(3) 高 阶 导数 ; 

(4) 复合 函数 求 导 ; 

(5) 由 隐 函 数 及 参数 方程 求 高 阶 导数 ; 

(6) 求 函数 的 微分 . 


C2; 2 内容 精 要 


1. 基本 概念 


(1) 导数 的 极限 定义 
设 函数 y 三 了 (zx) 在 点 xo 的 某 邻 域 U(Czo) 内 有 定义 ,在 点 ze 自 变 量 的 增 量 是 Ax ,相应 的 


函数 的 增 量 是 Ay 二 f(zo 十 Az) 一 /Czo). 车 极限 im 和 一 im 一 se 一人 se 存在 , 则 称 
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函数 f(x) 在 点 xo 可 导 ( 或 存在 导数 ) , 称 此 极限 为 函数 f(x) 在 点 ze 的 导数 (或 微 商 ) , 记 为 


了 六 (zs) 或 忽 
oy frotAn) fro) ， dy f(zotAz)— fro) 
f (zo) = liny Az 或 Az 


To 


有 时 为 了 方便 也 将 极限 改写 为 下 列 形式 
f= fo) 
h 


f (x0)=lim (Azx=h) 
h0 


或 EY A et re 
x 一 wo 
Fle = C00) 


f (x0)= lim 
r=0 PCZ) 
注 ”导数 是 一 个 分 式 的 极限 ,分 子 是 函数 在 两 点 的 差 值 ,分 母 是 自 变量 在 两 点 的 差 值 . 
(2) 左右 导数 


f° (00)= lim 
Ar-0 


jz 十 Az) 一 Fozo) jn fz 


二 /5D 称 为 函数 f(z) 在 x 的 左 导数 ， 


Arz es 并 
0) = lim 在 mo 一 Ar- lim 人 DD 一 人 30) 称 为 函数 /(z) 在 x 的 右 导数 . 
Pee Az 十 一 


my 


函数 f(z) 在 xo 可 导 仿 函数 f(x) 在 xo 的 左右 导数 都 存在 并 且 相 等 . 

(3) 导数 的 几何 意义 ”了 (xo) 是 曲线 y= 二 f(z) 在 对 应 点 A(xo,f(zo)) 处 的 切线 的 
斜率 . 

导数 的 经 济 意义 ”函数 y= 二 f(x) 在 xo 处 的 导数 广 (zo) 是 当 自 变量 z 在 ze 基础 上 增加 
一 个 单位 ,函数 y= 二 f(z) 在 f(zxo) 基 础 上 增加 广 (ze) 个 单位 . 如 利润 函数 R=RCz) , 当 产 量 
工 在 ze 基础 上 增加 一 个 单位 ,利润 在 R(zo) 基 础 上 增加 R'(zxo) 个 单位 . 

(4) 区 间 上 可 导 ” ”如果 y= 二 f(z) 在 (a,b) 内 每 一 点 均 可 导 , 则 称 该 函数 在 (a,b) 内 可 导 ; 
车 f(z) 在 (a,b) 内 可 导 , 且 在 zx 二 a 处 右 导 数 存 在 ,在 x=4 处 左 导数 存在 , 则 称 函数 > 一 
f(x) 在 [a,bj 上 可 导 . 

(5) 可 微 ” 若 函数 y= 二 f(x) 在 xo 的 改变 量 Ay 与 自 变量 x 的 改变 量 Ax 有 下 列 关系 

Ay 王 AAz 十 o(Azr)， 

其 中 A 是 与 Az 无 关 的 常数 , 则 称 函 数 f(z) 在 ze 可 微 ,AAz 称 为 函数 f(z) 在 xo 的 微分 ， 
表 为 dy=AAz 或 dfF(zo) 一 AArz. 

注 “由 微分 的 定义 ,我们 可 以 把 导数 看 成 微分 的 商 . 例如 求 sinz 对 wz 的 导数 时 就 可 以 
看 成 sinz 微分 与 微分 的 商 , 即 dsinz = Soszdz 一 2 Vzcosz. 

dyz la 
2Vz 

当 (zo) 了 0 时 ,dy 二 了 (xo)dz 是 Ay 的 线性 主 部 . 

2. 求 各 类 函数 的 导数 

(1) 求 复 合 函数 的 导数 ” 设 y=f00),u=g(7), 则 y == 了 G9 (zx). 

这 里 包含 抽象 函数 的 导数 . 

(2) 求 隐 范 数 的 导数 ” 设 函 数 y(z) 由 F(x,y) 一 0 确定 . 


2.2 内 容 精 要 © 


把 方程 的 两 边 直 接 对 x 求 导 , 注 意 y 看 成 x 的 函数 . 


(3) 求 参数 方程 ”所 确定 本 数 的 导数 昌 一 (9 
yh dy dfdy dfy (Ci) dfy(Ci) .dt y(t) 1 
注意 求 二 阶 导数 “a (8) 二 (> 名 2 (28) dr 人 8): dr* 
dr 
(4) 互 为 反 函 数 的 导数 
(函数 与 反 函 数 的 导数 ) 车 广 (z) 天 0, 则 下 一 二 
» 


(5) 高 阶 导数 的 计算 
@ 直接 法 例如 , 设 f(x)==sinz,; 求 f(x) 方 法 是 求 一 、 二 ,三 等 低 阶 导数 ,总 结 出 高 
阶 导数 ， 


@ 间接 法 “利用 已 知 函数 的 阶 导数 . 设 FCz) 一 sintz, 求 J? (x) 二 各 sin(4z+ 至 ) 


@ 用 莱 布 尼 茨 公式 (xm) 一 > Ciu?vm? ,如 y==x?lnx, 设 u=x?,v=1nx. 
i=0 


3. 基本 定理 和 基本 公式 

(1) 基本 定理 

定理 1( 导 函数 存在 定理 ) ”f(xo) 存 在 售 f“ (zo) 二 f4 (xo). 

定理 2( 函 数 可 导 与 连续 的 关系 ) 可 导 点 必 是 连续 点 ,反之 未 必 . 例如 , y= 二 |x| 在 z= 
0 点 连续 但 不 可 导 . 

定理 3( 一 阶 可 微 与 可 导 的 关系 ) 函数 f(z) 在 xz 处 可 微 全 f(z) 在 zx 处 可 导 . 

(2) 公式 

(c) 一 0, 其 中 是 常数 ; 

(z") 一 az ,其 中 是 实数 ; 


| 三 韦 本 
(logax ) logse A (lnz) 3 
(az) 一 azlnay (er) 一 er 
(Csinz) 一 cosz; (cosr) 一 一 sinzi (tanz) 一 sec2zi 
(cotz) 一 一 csc2zi (secz) 一 tanzseczi (cscz) “一 一 cotzrcsczs 
1 / 1 
(arcsinr) 一 (arccosz) 一 一 ; 
Te 1 三 过 
人 (arccotz) 一 一 二 
下 二 
(VI+z)’ (VI-7z)=——e. 


根据 复合 函数 求 导 , 上 面 公式 中 的 zx 都 可 以 换 成 任意 可 导 函 数 g(x), 即 


dD df[lyg(z)]_ pr 
二 (zx)， 则 pC) fF Lo 
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ED = (2) )'xw 二 ag”! (x) ,其 中 是 实数 . 


,3 题 型 总 结 与 典型 例题 


题 型 -1 判断 函数 在 某 点 的 可 导 性 
【 解 题 思路 】 利用 导数 的 定义 六 (axo) 一 lim 帮 2 一 7 一 Jim 人 aa 二 ee 一 Te ,时 
数 在 一 点 存在 的 充分 必要 条 件 是 左右 导数 存在 且 相 等 


注意 ”lim mm 并 + 人 一人) 存在 或 lim 帮 m 二 ee 一 Po) 存在 并 不 能 保证 
Ar 一 0 


Ar>0t T 


(zo) 存在 , 即 单 侧 导 数 存 在 并 不 能 保证 f(xo ) 存 在 . 
利用 导数 定义 解决 以 下 几 个 问题 : 
(1) 求 特殊 函数 的 导数 . 


(2) 求 极限 问题 ”常用 的 公式 为 (xo) 


m 下 ma 多 TOT fro) 
g(x) 


例如 ,已 知 了 (xo) 存 在, 求 lim -ap=reo 
HD PCZ) 


zarctan 点 ， 0 p00). 
Os 元 三 0s 

(4) 求 含 有 绝对 值 的 函数 的 导数 . 如 ,讨论 f(z) 二 |zx 一 1| 在 x=1 的 可 导 性 . 
例 2.1 设 函 数 FCz) 一 coszr， 求 (cosz) 及 (cosz) |,-#. 

lr FAL) = COs(X+Ax)—cosr 


(3) 分 段 函 数 菜 点 的 导数 tin, f=| 


本 E 
解 7 一 这 Arz 2 Ar 
lim 志 多 2sin (x + 等 jsin > 
Wa 
三 nflaz1l 2 
limsin (z+ 2 ) 二 sinz, 
妆 
(coszr) “|。-= = 
sT) | -= 玫 sin 本 2 


例 2.2 设 f(z)==(x 一 a)g(zx), 其 中 g(x) 在 x=a 处 连续 , 求 f(a). 
解 g(x) 仅 在 z=a 处 连续 ,在 任意 点 xz 处 未 必 可 导 , 即 f(x) 未 必 存 在 ,因此 利用 导数 


的 定义 了 (a) Ti limCz 一 2)g8Cz) 一 0 


工 ~a Ta 


g(a). 


: Zo—2Ax)— f(xo) 


二 二 A, 指 出 A 表示 什么 (假设 各 


例 2.3 试 按 导数 定义 观察 极限 lim 
极限 均 存 在 ). 


解 A 二 lim( 
Ar”0 


2) LTo 2A — foxo) ( 2)limzzo 一 2Az) 一 帮 zo) 


一 2Az 2 —2Ax a 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


例 2.4 设 函 数 f(x) 二 (Ee 一 1)(e” 一 2)…(e™ 一 n) ,其 中 为 正 整 数 , 求 (0). 

【分 析 】 由 于 f(x) 是 由 个 因 式 乘积 形式 给 出 的 ,直接 用 乘积 的 求 导 法 则 计算 比较 困 
难 . 但 是 用 导数 的 定义 计算 反而 简单 . 

解 六 (0) lim 帮 2 一 友人 lime 1)(e”—2).(e™ —n)—0 


0 w= 


limz(e 2) (er —n) 
ze°0 XT 


lim(1 2)…(1 一 刀 0) 一 (一 1)“ 汪 (2 一 1)1. 


一 lim(es 一 2)…(e 天 一 2) 
0 


例 2.5 已 知 f(x) 在 x=0 处 可 导 , 且 0) 一 0, 求 1imnE 人 二 2 


二 了 六 是 i -2 fF 1 
解 limz (x) EC A KK 一 f(0) 2 limzz 2 f(0) 
0 J 


此 0 EE x0 0 


7 凡生 和 和 
一 limzz) f(0) 2 im ) f(0) 
z=0 0 五 一心 


=f (0)—2f'(0)=—f (0). 
例 2.6 设 F(z) 对 任意 的 实数 zi ,ze 有 f(zi+zxz)=f (zi1)f (zs); 且 了 (0)==1, 试 
证 了 (x)= 了 (zx). 
证 明 Vx,f (x 十 0)= 二 f(x)f (0), 可 得 (0)==1, 从 而 


a ed a dk 和 一 
f(z) lim Ar lim Arz fz) lim Arz 
nlim f CD = 三 
slntw—1) 2 Bl, 
例 2.7 A “| 间 ab 取 何 值 时 f(x) 在 (一 吕 , 十 中 ) 内 
QT Dp» TX 二 1， 


可 导 ， 

【分 析 】 要 使 F(z) 在 (一 c2 ,十 cc) 内 可 导 , 则 分 段 函数 在 分 段 点 是 连续 的 和 可 导 的 , 利 
用 这 两 点 就 可 以 求 出 a.b 的 值 . 

解 ” 容 易 知道 lim f(x) = lim (az 十 和 一 4 十 0 lim jz) 一 lim(sin(z 一 1) 十 2) 一 2， 
(1) 二 a 十 b, 要 使 f(x) 在 xz==1 处 连续 ,必须 < 十 0 一 2. 

因为 矿 CD 一 全 二 二 人 一 ji rte 十 0) Sg 


1 


sin(Z 一 1) 十 2 一 (十 b) |. sin(zx—1) 
m lim 


| i "El 


FD tim = lim 
要 使 f(x) 在 x=1 处 可 导 , 则 a=1, 故 a=1,6=1. 
【方法 小 结 】 jz) 在 (一 c ,十 c=) 内 可 导 隐 含 了 函数 在 分 段 点 是 连续 的 和 可 导 的 , 求 待 


定常 数 时 我 们 往往 要 用 这 两 个 条 件 . 


和 
zasin 一 ， Z 天 0， 
这 


ls 


例 2.8 设 f(z)= 求 了 (2). 
1 Z 一 0， 
【分 析 】 分 段 函数 的 导数 分 两 部 分 来 求 : 


(1) 在 非 分 段 点 处 ,用 导数 公式 来 求 ; 
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(2) 在 分 段 点 处 ,首先 判断 函数 在 分 段 点 处 是 否 连 续 . 若 不 连续 , 则 一 定 不 可 导 ; 若 连续 
且 在 分 段 点 左右 两 侧 函 数 表达 式 不 同 , 则 要 分 别 用 定义 求 左 右 导 数 ;反之 , 即 分 段 点 左右 两 
a 


解 当 zx 了 0 时 ,f(zx)=x’sin 二 为 初等 函数 .这 时 


Fn | 1 
= |=3x’sin ZCOs —; 
XT 还 TX 


f (x)=3zx’sin 2 (eo - ) 儿 
由 于 lim/(z) 一 limz sin 十 一 0 关 1(0), 所 以 f(z) 在 z=0 处 不 连续 ,由 此 可 知 f(x) 在 


> 一 0 处 不 可 导 . 
&22 十 5 十 cy zz<0; 
和 < 0 斌 网 a,b,c 为 何 值 时 ,f(zx) 在 x==0 处 一 阶 导 
数 连续 ,但 二 阶 导数 不 存在 . 

【分 析 】 可 导 首 先 要 求 连续 . 4 (0) 存在 的 充分 必要 条 件 是 六 (0) , (0) 存 在 并 且 
相等 . 

解 (1) lm fC) dma bet CS lim f(z) ln lll mre) 0, f(0)==c. 要 


0 


使 f(x) 在 x=0 处 可 导 ， 则 fz) 在 x 一 0 处 必 先 连 续 即 lim 0D = im f=700), 故 得 


0 


例 2.9 设 n= 


t= 


b, 


i 2 

CS 一 CO lim «< 十 5 十 0 一 人 
0 这 一 修 

vv TN st 0. ( = 

f%. (0) = lim f(zx A lim 了 上 0 


x0 ” 0 
车 六 0) 存在, 则 广 (0)= 刻 (0) , 故 得 0 一 1. 
2az 十 1， Zz<0， 
ls X=0, 


1 
Le 


无 论 a 为何 值 , 均 有 lim 广 (z) 一 lim 了 (x) 二 (0), 故 了 (zx) 在 x=0 处 连续 . 


(2) f2 (0)= lim 
0 


0 


下 


(3) f(z)= 


i>0, 


mw 一 0 
f- (0)= lim 二 im < 一 0 


0 一 0 


wy :KK 一 夏 0) 
f+(0) lim 


了 一 人 + 一 0 
若 使 六 (0) 不 存在 , 则 jj- (0) 天 大 (0) , 即 2a 关 1,a 天 于 
结论 : 当 < 到 ,01 :Cc 二 0 时 f(z) 在 x==0 处 一 阶 导 数 连续 ,但 二 阶 导 数 不 存 在 . 


EE vv 6 
En 1, 求 FC0) ,六 (0) ,六 (0) 的 值 . 


例 2.10 设 f(z) 在 x=0 处 二 阶 可 导 , 且 limj 


解 ” 因 为 F(z) 在 z=0 处 二 阶 可 导 , 所 以 F(Cz), 广 (z) 在 xz=0 处 连续 ,在 zx=0 附近 
了 (x) 存在 . 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


(1) 因为 lim- 人 -=1, lim(1 一 coszx)=0, 所 以 limf(x)=f(0)=0. 
z=0l] CoOsT r=0 工 >0 


(的 因为 a2 三 2 大 = = 0)=0, 
r0] 一 COSZT zo 工 v 0 人 0 0 
2 
Fl) nf) jf pd 2) 0) 
0 >0 0 


2 
题 型 -2 导数 的 应 用 
【 解 题 思路 】 利用 导数 的 几何 意义 函数 y==f(z) 在 zx 处 的 导数 了 (xo) 是 曲线 y=f(x) 
在 对 应 点 A(Czo, f(zo)) 处 的 切线 的 斜率 , 即 如 一 疡 (xzo) ,kw = 一 7 "再 根据 直线 的 点 鲜 
式 方程 ,可 以 求 出 曲线 y= 二 f(x) 在 对 应 点 A(xo ,f(zxo)) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 


=f(0)=1. 


(3) lim: 
z=01] 


例 2.11 曲线 y=cosx 在 (至 ,二 处 的 切线 方程 及 法 线 方程 
解 切线 斜率 | ;一 一 sinz| ,一 一 sin 持 一 一 容 , 故 在 (等 ,去 ] 处 ,切线 方程 为 
y 当 一 多 (一生) 法 线 介 率 为 (1 /一 准 ] 一 皇 一 2, 故 法 线 方 和 为 
1_2V3/ _x 
9 


注 切线 方程 切 不 可 写成 一直 一 一 sinz (x 一 于 ) ,一 定 要 求 出 曲线 在 [ 竺 ,地 ] 处 的 


例 2.12 曲线 y=x? 与 曲线 y==alnzx(a 关 0) 相 切 , 求 a. (2010 年 考研 数学 二 ) 
解 ” 相 切 指 相交 且 有 公共 切线 ,两 条 曲线 有 交点 , 且 在 交点 处 有 公 切 线 . 


x’:=alnz, 


[z= 
#2, 入 | 
证 


4 一 2e. 
例 2.13 设 /(z) 在 z 一 0 处 连续 , 且 lim Eco LE 二 2, 求 出 线 y= (x) 在 点 
(0, 了 (0)) 处 的 切线 方程 . 
解 limCFCz) 十 D) 一 lim 


[ zx) 二 1jx? 1i [ IC Jx: x—sinr 
二 im 。 
工 z=0 Xsinzx 2 
和 
十 本 i 
=limt f(D +e limesinz_, jim6 =—0. 


0 X—sinr z=0 XX 0 X 


由 于 f(x) 在 zx=0 处 连续 , 故 f(0)=limf(z)=—1. 于 是 


Be _ g 本 em 
f (0) A last A li tl limL 2) + 1lz limEZCz) 十 1 So 
0 Tz—0 0 ， 0 站 zm™0 Xsinz 4 
工 3 
6 让 


limEZCz) 十 1]zx? i 


z=0 ZX—Ssinr re0 0 X 3 
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故 所 求 的 切线 方程 为 y 一 f(0) 二 二 x, 即 y 


3 


一 


3 


(1 十 sin2z $s Z 天 0， 


例 2. 14 设 /c=| 0 县 内 在 # 一 0 处 连 连续 . (1) 求 a 的 值 ; 


a, Er ba 
(2) 求 曲线 y= 了 f(x) 在 (0,a) 处 的 切线 方程 . 
解 因为 f(x) 在 z=0 处 连续 ,所 以 limf(z) 王 /(0) 二 a， 即 


LL 二 sin2r 


oa 一 0) 一 lim(1+sin2z) 一 em =e. 


二 2 
lm 一 fo limQ 十 sin2z) ei 


x0 I 


Fr(0) 


1 
fk ) =In( = 
emtsinn — 2 | 
lim 一 ez lim 
0 T Edd) 世 


2cos2z _ 
ee 0 Ws i 
ez lim ez lim 
s-0 和 0 2 
cos2z 一 1 一 sin2z _ ， ( 。 CO0s2z 一 1 】 
i rz lisin2r) < lim 2 
= 一 2e. 


所 求 切线 方程 为 y ee2 2e2 (xz 一 0)， 即 y @ (1—2x). 


>0 T 


一 arctant， 


2. 15S :有 曲 参 求 太 三 1 处 的 
例 在 明 线 | 上 来 允诺 应 于 4 I 法 线 方程 . 


dy 二 
十 72 
解 当 / 一 1 时 ,xz 一 下,y 一 工 ln2, 而 业 上 到 1, 所 以 法 线 方程 
4 2 drlisi dz 1 
dt |i 二 | 
| 
为 y 2 ln2 1(z 于 , 即 y+z 2 ln2 2 Os 


例 2.16 设 曲线 一 7(z) 和 一刀 一 在 点 (1,0) 处 有 公共 切线 , 求 limay ( 吉 5] 

【分 析 】 有 公共 切线 , 则 有 交点 且 在 交点 处 有 相同 的 切线 . (1) 切 点 为 (1,0), 故 f(1)= 
0; (2) 有 公共 切线 , 故 六 (1) 一 (2z 一 1)|1.-: 一 1. 

解 ”由 条 件 可 知 了 (1)==0, 了 (1)==1, 所 以 


i (ae 于--aro-- 
到 十 2 一 入 
题 型 2-3 ” 求 分 段 函数 的 导数 (分 段 函 数 在 分 段 点 的 导数 必须 用 定义 ) 
【 解 题 思路 】 对 于 分 段 函数 的 求 导 问题 ,在 分 段 点 处 的 导数 必须 用 定义 求 , 在 分 段 点 外 
一 个 区 间 上 的 导数 用 运算 法 则 求 . 
la(t 丰 x 和 nm 交 关 05 


0, 求 fz). 


| 
一 sin2 工 ， 立 二 05 


例 2.17 设 f(x)= 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


解 ” 在 分 段 点 z=0 处 的 导数 必须 用 定义 求 . 
当 z>0 时 ,了 (x) 一 = 二 7; 当 x<0 时 ， f(z)= Se 


由 于 x=0 是 该 函数 的 分 段 点 ,由 导数 的 定义 ,有 
lim zz) 一 70) 本 ja(z 丰 DD)= 


vv 
人 r=0t Z 一 0 gt =0 1， 
4 mo sin? x 
-0) ny se lim 7 ji 
因此 (0)=1, 于 是 
1 
， Zl0， 1 
2 看 " 二 
, " , FL 7X 过 0， 
f(x)=41, X=0, 即 f(z)= 
ee Spe Xsin2z— sin’ x z=0 
Sin27 sinx jo, 二 机 
区 


1 一 cos27z 
一 ，xz 天 0， 

例 2. 18 md -| z 0 px). 
0， zZ 一 0， 

解 当 z=0 时 ， 


一 一 人 
f (00) imf -A i E: liml cos25 村 2sin x 2 
0 区 -0 过 0 x? 
当 x 关 0 时 ,了 (x) (ee) -ae geo, 故 
, 2 天 0， 
a I 
2， 元 一 人 
zx’, 之 0， 
例 2.19 忆 知 Fo 一人 RO 00), 
Xs TO0s 
钥 这)= lm Vm -20 i, 
- 0 一 Z 一 0 ro- 并 一 0 


Re gs 
Fly f(0) 一 lim 并 0 


Z 一 0 ro zo0t 

由 于 (0) 关 /4 (0), 所 以 (0) 不 存在 . 

题 型 2-4 可 导 性 与 连续 性 的 讨论 

【 解 题 思路 】 利用 连续 的 定义 limf(z)= lim 了 (x)= lim f(x) 二 f(xo) ,判断 f(z) 在 


工 “70 


全 
及 (0) lim 


zo 点 判断 是 否 连续 ; 利用 导数 的 定义 (zo) lim 总 疡 (mm) 一 


lim 站 加 一 全 ?来 判 电 f(z 在 zo 点 是 否 可 导 . 


例 2.20 讨论 函数 F(z)= |sinz| 在 z=0 处 的 连续 性 与 可 导 人 性 . 
解 因为 lim jz) 一 lim( 一 sinz) 一 0, lim f(x)= limsinr=0,f(0) 二 |sin0| 二 0, 所 以 
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lim f(x) 二 lim f(x) 二 (0), 于 是 FCz) 一 |sinz | 在 x=0 处 连续 . 


, eFCRI—= ON i —unz—0 
f-(0) A = lim 一 一 1， 
yz 一 六 O》 1i sinz 一 0 

并 一 0 了 0 十 并 一 0 
由 于 fC(0) 关 f4 (0), 所 以 f(x)==|sinz | 在 x=0 处 不 可 导 . 


f4 (0)= lim 
z=0t 


En 
例 2.21 讨论 FaO 二 全 各 过 70 在 * 一 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 
0， 一 0 


解 因为 im/(z) 一 limassin 二 一 0 一 /0) ,所 以 函数 在 zx 一 0 处 连续 . 


又 由 Fast 和 limzx’ sin 二 一 0, 所 以 函数 在 一 0 处 
x0 区 


T x0 X 0 


题 型 2-5 用 四 则 运算 求 导 法 则 、 复 合 函 数 及 反 范 数 求 导 法 则 求 导数 
【 解 题 思路 】 利用 四 则 运算 求 导 法 则 、 复 合 函 数 及 反 函数 求 导 法 则 . 
设 函 数 4==u(z) 及 v 二 v(xz) 在 点 x 处 具有 导数 , 则 : 

(1) [u (zx)+v (z)] =u (x)+v (zx); 

(2) [xz)。uw(z)] =u (x)v (x) tu (rv (x), [eu (x)] 一 cx (x), 


3 / / 
(uvw) =u vwttuv wtuvw ; 


UXT) ur) x) mu (x) (x) 
(3) [: (zx) v(x) 


(4) 复合 函数 求 导 法则 , 设 y= 二 fQ0),u=p(7), 则 y= 二 了 (wy (zx); 
(5) 设 y= F(z) 的 反 函 数 为 zx=p(y), 则 (x)= 一 二- 


9 (y) 
例 2.22 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=ew; (2) y= VI—2z7, 
(3) y= lntanz; (4) y= lncos(e’); 
(5) y=sec’ (ln (x’:+1)); (6) y 一 zarctanz 一 In V1 十 zz 
二 

解 (Dy dew __ dew 。_ sinz , dsinzx 起。 ( 1 ) ee 

dr d 1 dsinz dr sin’z ei 

sinz 
/ /1 二 / 一 4 并 
(2) y 一 (VI 一 225' 一 二 (1 一 2xz2) 二。(1 一 2z2) 
3 3 VCI 一 2z55 


secr 2 
tanz sin2x” 


(3) y 一 (lntanz) 。 (tanz) 一 
tanz 


(4) 所 给 函数 可 分 解 为 y= 二 lnu,u 二 cosv,v .因为 虹 a Sin ex y, 故 
du u dv dz 


2 *。 (一 sinv)。 时 1 ， ef ertan (er ). 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


丰富 册 中国 放量, 此 人 可 写成， 
= [nceos (e)]’= 
(5) 设 y=w,u 


一 sin (ez ) 人 二 
5 i er (ee 可“ = (Ee) (e 六 ertan (er ). 
secv,v=lnw,w=z 二 1 ,x 


,根据 复合 函数 求 导 法 则 ,有 
dy_dy,du,dv,dw, dz 


1 
. . 2 。S . C2 
dr du dv dw dz dr 3u ”Sec tanv w Le 


=3sec? (lnz (z2 十 1))sec (ln (x’++1))tan (ln (x’++1)) i 


0 (ln (z? 十 1) )tan (ln (x’++1)). 


AS 221/ 4 1 li 2 
(6) y rarctanz TInt )] arctanz 十 1 十 Sally) a 


二 arctanx 十 TE : 


了 inkI 填 地 ). 
元 

例 2.23 设 函 数 fp 可 导 ,y= 太 (arctanz 十 p (tanz)), 求 y. 
解 y 王 请 (arctanz 十 p(tanz))。(arctanz 十 P(tanz)) 


一 广 (arctanz 十 P(tanz))。 ( 1 3 22 Hy (tanz) tanz)’] 


一 广 (arctanz 十 p(tanz)) 。 (i -Ctanz)secr ] 


注 4 人 部) 
j 


一 广 Cp(z)]w' (x). 
例 2.24 设 y=f(zx) 二 阶 可 导 , 了 (x) 关 0,f(0)=1,f (0)= V15,f(0)= 一 2,y= 
f(x) 的 反 丁 数 为 < 一 p(y), 求 一 | 到 CD1 


[+g 


i 
解 由 f(0)=1, 得 g(1)==0. 由 反 函 数 导数 公式 p(y) FD ' 得 9 (1D= 了 00) = 
本 全 求 | 

J 而 下 由 复合 函数 求 导 法 则 得 


i ee 
v= [F765] [7] OT (Srp) 


2 
lI¢ (1)| 15 Vi5 _1 
[1+g:01) (+ 吉 ) 32° 


题 型 2-6 ” 隐 函 数 的 导数 
【 解 题 思路 】 求 隐 函数 的 导数 关键 是 明确 对 哪个 变量 求 导 ,这 样 , 另 一 个 变量 就 是 方程 
所 确定 的 隐 枯 数 . 隐 函 数 求 导 方 法 小 结 : (1) 方 程 两 端 同 时 对 xz 求 导数 ,注意 把 y 当 作 复合 
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函数 求 导 的 中 间 变 量 来 看 待 , 例 如 (Iny)2 一 二 (2) 从 求 导 后 的 方程 中 解 出 y 来 . (3) 隐 函 


数 求 导 允许 其 结果 中 含有 y. 但 求 一 点 的 导数 时 不 但 要 把 x 值 代 进去 ,还 要 把 对 应 的 y 值 代 
进去 ， 
例 2.25 设 方 程 xy 十 e 一 e 确定 了 y 是 z 的 函数 , 求 y (0). 
解 Zy 十 ep 一 e， Cl 
第 一 步 ,将 x 二 0 代入 方程 (1) ,得 y=1. 
第 二 步 , 将 方程 (1) 两 边关 于 x 求 导 , 得 
y 十 zy' +ey = 0, (2) 


第 三 步 ,由 (2) 解 得 y 2. 当 z=0 时 y=1, 所 以 y(0)= 一 二 . 或 将 x=0 时 
zie e 


y==1 代入 (2) 中 , 解 得 (0) 一 一 过. 
例 2.26 设 函 数 zx 一 z(i) 由 方程 kcosz 十 z 一 0 确定 ,又 函数 y 一 y(Cz) 由 方程 e 一 zy 一 
1 确定 , 求 复 合 函数 y 一 y(z(2)) 的 导数 中 | 


【分 析 】 这 是 一 道 复合 函数 , 隐 函 数 求 导 的 题 ， 党 一 入 学 ,而 尽 和 学 需 要 利用 隐 函 数 
di dr dt 
求 导 法 来 求 . 

解 ” 先 给 方程 标号 
tcosz 十 并 一 0， (1) 
er?—zxy=1. C29 

将 t=0 代入 方程 (1) 得 z==0, 再 将 x==0 代入 方程 (2) 得 y=2. 

在 方程 (1) 两 端 关 于 上 求 导 , 得 


cosz 一 tsinr, 衬 + 衬 = 0， (3) 
dr_ cosz dz dz COS 工 
故 如 Re wo dileo tsinz 一 上 | 和 0 四 
在 方程 (2) 两 端 关于 xz 求 导 , 得 
dy _ dy 一 
er a 0， (4) 
dy > 
改 d 一 
将 z=0,y=2 代入 上 式 ,得 下 | = 旦 | ,= 于 |,,=2, 因 此 
drls-o drls? ee 工 | 2 
dy dy .dz 
dt lo dz ds6 1%2 a 
注 可 直接 将 * 一 0vz=0 代入 (3) 式 得 到 | 一 6 1, 将 z==0,y 二 2 代入 (4) 
1=0 Fy 
得 风 | dy -= 
i 和 风 |。 和 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


例 2.27 设 函 数 > 一 y(z) 由 方程 妇 一 > 十 1 一 人 确定 , 求 和 


【分 析 】 这 是 一 个 隐 函 数 , 可 以 利用 隐 函 数 求 导 法 则 求解 . 

解 22 一 y 十 1 一 e>. (1) 
把 x=0 代入 (1) 式 得 y=0. 

对 (1) 式 两 边关 于 zx 求 导 得 


. (2012 年 数学 二 ) 
Em 


dy dy 
po y 
Tdr “dr 0 
把 zx 一 0,y 一 0 代入 (2) 式 得 和 = 由 于 
dzrls-o dz 2 


对 方程 (2) 两 边关 于 x ee 
2 -=e ( 2) +e (3) 


再 将 + 二 0,y=0， 外 _ = a 


题 型 2-7 取 对 数 求 导 法 

【 解 题 思路 】 对 形 如 y==u (z)*2 的 函数 的 寡 指 函数 或 多 个 因 式 的 积 . 商 、 乘 方 . 开 方 组 
成 的 函数 ,对 于 这 类 函数 ,可 以 先 在 函数 两 边 取 对 数 ,然后 在 等 式 两 边 同 时 对 自 变量 工 求 导 ， 
最 后 解 出 所 求 导数 . 我 们 把 这 种 方法 称 为 取 对 数 求 导 法 . 

例 2.28 设 ,一 zsam(z 二 0), 求 >. 

解 这 函数 是 寡 指 函数 ,为 了 求 此 函数 的 导数 ,可 以 先 在 两 边 取 对 数 ,得 lny = 


sinz。lnz. 此 式 两 边 对 xz 求 导 , 有 yy coszlnz 十 sinz 。 1 ， 于 是 


y 。 = (cosrlnzet sine 。 二 


Vr D(z-2) Le = 2) 
Oy Cz—4) 
解 ” 先 在 两 边 取 对 数 , 得 


ny $C2lnlz 1|+In|z—2|] 二 [3lnlz 31 二 Slalz=4| 二 
本 下 i 1 1 3 5 
上 式 两 边 对 x 求 导 , 有 了 y' 一 5 [z+z-5]z[z=3+z4]' 于 是 
yr 2 1 yr 3 5 
3 攻 全 有 到 和 攻 下 了 | 


例 2.30 求 函数 一) 的 导数 . 


例 2.29 设 > 一 ,， 求 y 


十 


, dU 0 se .0 | 
【 错 解 】 y z (1 太 ) (1+z)’ (二 (1 十 z)2 


【分 析 】 这 函数 不 是 指数 函数 型 的 一 般 复 合 函 数 ,不 能 按照 复合 函数 的 求 导 法 则 计算 
导数 ,应 该 两 边 取 对 数 后 再 求 导 . 
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解 两边 取 对 数 得 Iny 王 zln 


a 


[和 | =z[lnlzl 一 Inl1+zl]. 两 边 求 时 得 


[lnz 一 ln(1+ 2]+z[( 过 二)， 


/ 这 1 证 坟 六 1 
故 有 > s(n 于 十 区 | 于) ( 志 ) (™ tt 


题 型 2-8 ”由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


9(1) 


,一 yo) * 一 9(0 具 有 单调 连续 的 反 函 数 1 二 g-1(zx), 则 变量 y 与 x 
be ， 

dy a 

2 加 

构成 复合 函数 关系 ?一 虑 9-:(z)], 且 型 一 到、 和 一 全 

dr dr 


【 解 题 思路 】 设 | 


) 利用 参数 方程 的 求 导 公式 


求 导 . 


:=21+2， 
例 2.31 设 本 由 参数 方程 全， (全 一 1) 所 确定 ,其 中 %() 具 有 2 阶 导数 , 求 
2 
中 y (2010 年 考研 数学 二 
本 2。 学 二 ) 
dr 
dy 


解 dy_ dt yD 
dz dz 2 十 2” 


dt 
Ea 
21+2 YD 21+2)—2y 0) 
dy dt (2 十 2) 必 (0(t 十 1) 一 必 ( 人 人 
dx? dz 2 十 2 4(1+2)? 
dt 
= St 
例 2.32 求 类 加 方程 | ， “0 "在 :一 下 时 的 切线 方程 
y=bsint 4 
解 当 4 二 也 时 , 椭 贺 上 的 相应 点 Mo 的 坐标 为 
， ay2 ed nT_bV2 
Xo 二 acos "1 2 ， yo bsin 4 


上 ,代入 点 创 式 


二 (acost) |i# asint|# 


曲线 在 点 Mo 的 切线 的 斜率 为 和 2| 一 | 一 


方程 即 得 本 加 在 点 M, 处 的 切线 方程 为 22 一 一 (x 一 <2] 


es 1 为 参数 , 则 9 
Lx 


x 


例 2.33 设 | 


y=tsint+ cost, 


解 dz 一 costdt， dy 一 tcostdt， =, 


ee 

dy dfdy dt 虹 ] [4 作 加 1 

dz2 二 ( 暗 ) dz (sint)” cost 
dt 


2 
sect, 所 以 和 > > 一 V2. 
dz |， 


1 
la 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 人 


Z 一 arctant， 
例 2.34 es 则 和 i 

dy 
解 “ 开 = 至 一 33 一 3 (+4):， 

dt l=¥ 

d[3 +)?] 
0 (1+2):]= Tt GHz ， 让 0 
dt LE 


题 型 2-9 求 函 数 在 一 点 的 微分 

【 解 题 思 路 】 利用 df (zx)|,-, 一 广 (zo)Az= 一 广 (zo)dz 求 函数 在 一 点 的 微分 . 

例 2.35 求 函 数 y==x? 当 z 一 2,Az 一 0.02 时 的 微分 . 

解 ” 先 求 函数 在 任 一 点 的 微分 dy 一 广 (z)Az=(z3) Axr 王 3x*Axz, 再 求 函数 当 x 二 2， 
Az 一 0.02 时 的 微分 dy 2 pe =3X2?X0.02=0.24. 

例 2.36 求 函数 y=x? 在 zx=1 和 z=3 处 的 微分 . 

解 ” 函 数 y==x? 在 zx=1 处 的 微分 为 dy|,-1 二 (x?) |,_1Az 二 2Ax; 在 x==3 处 的 微分 为 

dy|.-: 一 (z2) |.:Az 一 6Az.。 

例 2.37 设 函 数 f(w) 可 导 ,y 二 f(x’) 当 自 变量 xz 在 z= 一 1 处 取得 增 量 Ax= 一 0.1 
时 ,相应 的 函数 增 量 Ay 的 线性 主 部 为 0.1, 则 f (1)= . (2002 年 高 数 二 ) 

A. 一 1 B. 0.1 人 D; 0.5 

【分 析 】 相应 的 函数 增 量 Ay 的 线性 主 部 就 是 微分 dy, 因 此 利用 微分 可 以 解决 . 


解 ” 因 为 苇 一 2z/ (4), 则 dy 


0.1=2( 一 1) 了 (1)。( 一 0.1)， 故 (1)=0.5. 
例 2.38 在 等 式 4( ) 二 xdz 的 括号 中 填 人 适当 的 函数 , 使 等 式 成 立 . 


解 我 们 知道 ,d(z?) 一 2rdz. 可 见 ,zdz 一 二 dz2) 国 醒 (于 le 


一 3z2Az 
02 


1 =2zxf (x:)* Ax 
一 和 个 了 


2 
全 


z--1 ， 即 
Ar=—0.1 


更 进一步 d+e)=zdz. 
题 型 2-10 利用 df(x)= 二 f(x)dx 求 函 数 的 微分 
【 解 题 思路 】 利用 df(x) 二 f(x)dz 求 函数 的 微分 . 
例 2.39 设 > 一 zsin2z, 求 dy. 
解 dy = 王 d(Czsin2z) 一 sin2zdz 十 zdCsin27z) 一 sin2zdz 十 2zcos2zd 
一 (sin2z 十 2zcos2z)dz. 
例 2.40 求 函数 y 二 el Ycosz 的 微分 . 
解 dy 二 d(e! cosr) 二 cosrd(e! 2) 十 er Yd(cosz) 
一 (cosz)el *(—3dzr)+e! *(—sinr)dr=—e! *(3coszttsinz)dz. 
题 型 2-11 利用 微分 形式 不 变性 求 函数 的 微分 
【 解 题 思路 】 无 论 是 自 变 量 还 是 复合 函数 的 中 间 变 量 , 函数 = 一 jx) 的 微分 形式 总 
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是 可 以 按 微 分 定义 的 形式 来 写 , 即 有 dy= 广 (x)dx ,这 一 性 质 称 为 微分 形式 的 不 变性 . 利用 
微分 形式 不 变性 求 函数 的 微分 . 

例 2.41 求 函数 > 一 sin(2z 十 1) 的 微分 . 

解 把 2z 十 1 看 成 中 间 变 量 , 则 

dy 一 d(sinzx) 王 cosxudx 一 cos(2z 十 1)d(2z 十 1) 王 cos(2xz 十 1)。2dz 王 2cos(2z 十 1)dz. 

例 2.42 设 y==ln? (1 一 x), 求 dy. 


解 dy=2ln(1 一 zx)dln(1 一 x)==2ln(1 de -lndl x) dr, 


题 型 -12 ”利用 微分 进行 近似 计算 

【 解 题 思 路 】 利用 Ay 全 dy 一 广 (zo)Azr,' 或 六 (zeo+Az)S 太 (zo) 十 广 (zo)Az 进行 近 
似 计算 . 

例 2.43 有 一 批 半径 为 lem 的 球 ,为 了 提高 球面 的 光洁 度 ,要 镜 上 一 层 铀 ,厚度 定 为 
0. 01em', 估 计 一 下 每 只 球 需 用 铜 多 少 克 ? ( 铀 的 密度 为 8. 9g/em ) 

解 “ 先 求 出 镀层 的 体积 ,再 乘 上 密度 就 得 到 每 只 球 需 用 铜 的 质量 . 

因为 镀层 的 体积 等 于 两 个 球体 体积 之 差 , 所 以 它 就 是 球体 体积 V 一 坊 xR* 当 尺 自 R。 取 


得 增 量 AR 时 得 增 量 AV. 求 V 对 R 的 导数 得 
一 4rR， 于 是 AV=4rRiAR. 


f 4 
V | R=-R, = ($e | 四 
将 R=1,AR=0.01 代 人 上 式 , 得 AVs4X3.14X12X0.01<0.13(cms ), 于 是 镀 每 只 球 
需 用 的 钢 约 为 0. 13X8.9:1.16(g). 
例 2.44 计算 sin 30?30 的 近似 值 . 


解 ”把 30"30' 化 为 弧度 ,得 30"30' 一 地 十 5 


由 于 所 求 的 是 正弦 函数 的 值 , 故 设 (x) 二 sinz, 此 时 (x) 二 coszx. 如 果 取 zo 一 车, 则 


f( 守 ]=sin 于 = 与 了 (等) 一 cos 于 一 宇都 容易 计算 ,并 且 A 一 于 比较 小 ,所 以 有 


区 人 这 
2 360 


EF NN Re 
sin 30°30 sin( 于 + sin 6 二 cos 有 360 一 了 


0. 5000 十 0. 0076 王 0. 5076. 
题 型 2-13 ” 求 高 阶 导数 
【 解 题 思路 】 求 高 阶 导数 的 方法 主要 有 4 种 : 
(1) 由 直接 求 低 阶 导 数 总 结 规律 ,推断 高 阶 导 数 . 
(2) 利用 下 面 的 公式 间接 求 高 阶 导数 . 要 记 住 几 个 常见 的 高 阶 导数 . 
OD (EW =e, © (ea) =ar (lna)"5 


© [sin(axt06)j™ =wsin{az+o+ 棕 )， @ [cos(az 十 0 ] arcos[ t +t 到}; 


(nm | a Pr 1 
@ (二 3 ts © (lnz)o 一 人 a D!, 


大 到 


2.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


1 bd fd Dy ee 
© (二 (Caw OT 


(3) 利用 莱 布 尼 茨 公式 求 乘 积 的 高 阶 导数 . 
(4) 泰勒 公式 (第 3 章 ). 

例 2.45 求 y==lIn(1 十 x) 的 n 阶 导数 . 
【分 析 】 可 直接 求 , 然 后 归纳 总 结 . 


1 六 1 
ITz” > (1 十 z)2” 


Ww 1。2 1。2。3 


TIER (+x) 


解 y=ln(l 十 x)，y 


二 六 (0 = TD an 二 
般 地 ，y [in(1 十 z)] 《一 1 CF 


ME A | 
由 数学 归纳 法 知 "(xz) 一 (一 DD”! 名 二 二 


，1 一 1,2,… 
2 
例 2.46 设 y=f (x?), 车 了 六 (x) 存在 ,求生 学. 
d 二 克 
解 他 =f (zx?)， 2z， =f (2 ) 4 +27 (2 ); 
例 2.47 设 六 (z)=esf ,车 了 (0)=1 存在 , 求 f (0). 
解 ” 因 为 (0)==1, 所 以 f (0)=0. 
f(x)=e/® i 2f (zx)=2e® e21(z) 一 2e41/C 
PCz) 一 2etD。4 庆 (zz) 一 2。4etdfo 。e21 一 2。4esfn ， 
f(z)=2° 4e/® 6f (x)=2° 4° be oe 一 2。4。6ea/) ， 
(OZz) 一 2。4。6。，…。2(072 一 1) + ew®. 
FID(0) 一 2。4 .6.。…，。202 一 1)。e 一 2 4。6.…。2(0 一 1) 一 2 一 (2 一 1)1. 
例 2.48 y 一 zzez , 求 yC2) 
解 设 w=e”,v=zx, 则 wu 人 7 = 2te*x (RE 一 1,2 20)， 坟 一 2z, 克 一 2oc9 一 0 
(&R 一 3,4,…，20), 代 人 菜 布 尼 茨 公式 ,得 
20。19 


y5C2) 一 (zzetr)C2) 一 220ezz。z2 十 20。219exz。27z 十 本 2l8e2zr 。2 


一 220es (xz? 十 20z 十 95). 
例 2.49 函数 f(x) 二 x*，27 在 z==0 处 的 n 阶 导数 (0). 
(i i a A 2 故 


n(n 


- D> (ln2) 呈 一 ma(z 一 1) (In2)". 


j= 


例 2.50 设 f(z) 在 (a,6) 内 二 次 可 导 , 且 存在 常数 a,B, 使 得 对 于 VxE (a,0), 有 
(x) 二 af (x) 十 B 了 F(z), 则 f(z) 在 (a.5) 内 无 穷 次 可 导 . 
证 明 若 B=0, 对 于 VzE(a,0), 有 
f (x)=af 2),f (x)=af (x)=@f (x), Fw(z) 一 oz)， 
从 而 f(x) 在 (a,65) 内 无 穷 次 可 导 . 
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车 B 了 0, 对 于 VxEla,6b), 有 


f= A +t), 


,Bi 二 名 . 而 


其 中 A = 了 本 


B 
f(r)=Af (x)+Bf (zx). 
设 f(z)=Af" DCz) 十 Bo 2 (z)， 则 fr? (zr)=Af® (z) 十 Bi (7), 


f(z) 在 (a,6b) 内 任意 阶 可 导 . 
@&,4 课 后 习题 解答 
EA A bss 


习题 2.1 
1. 根据 导数 的 定义 求 下 列 函数 的 导数 : 
(1) y 一 az 十 0, 求 人 


(2) F(z) 一 (z 一 1)(z 一 2)2 (z 一 3)3, 求 P(1) ,7(2) ,7 (3); 


3 ee ein /一 和 ,或 
(3) f(z)= (zx—1)arcsin 5, 求 六 GD)， 


2 
sin 二 ， xz 关 0， 
eve 人 求 了 (0); 
0， 一 0， 
(5) f(z)=xz |z|，, 求 (0). 
dy_ 1, jz+Az) 一 Fr) alztADtb ar rb 
A bs Az a 
a 2 Sa 
(2) f° 1) lim 帮 二 {2 limCz 一 DCz 一 2”(z 一 3 一 0 一 lim(z 一 2)2 (z 一 3)3 一 一 8， 
a ee z—1 Ee 
f 2) = lm AD 0, (3) 一 im 人 一 人 2 一 0i 
2 rT—2 3 局 
(3) fF OD=limt LAD 和 zt 到 
zl x—1 al | 


zx? sin 工 -0 


(Wf Olim LL lim limzsin .=0; 
0 一 个 0 也 0 基 
a ZX 宇 0， 
(5) f(z)= 
一 好， Zz<0, 
, so =0 >» fOr)= Ff(0). .==0 
f+(0) i = J 二 =0 0， 广 (0) 0 ne 二 人 


站 (0) 王 户 (0), 故 了 (0)=0. 
2. 下 列 各 题 中 均 假定 (zo ) 存 在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 A 表示 什么 : 


CD lm ff, (2) 男 全 一 A, 其 中 /(0) 一 0, 目 /(0) 存 在 ; 
we 
Cy i (4) lim a[f (xt a /co)]- 一 A. 
、 .。 (zeo 一 Az) 一 F(zo) mLzo 十 (一 Az)] 一 Fazo) J A= 
解 01) 因为 lim TR im 一 (rzo) ,所 以 A= 


2.4 课 后 习题 解答 9 


—f (zw); 
(2) 因为 F(0) 一 0, 于 是 lim 帮 zi 一 im 一 A0)- Po) 一 A. 
0 XT 0 工 一 0 
Co) 因为 mlca 二 Dem 一 有 Him /CD = fGen] Lf 1) ~ fC)] 
i a 
lm += fCz0) | ji Jam 十 (一 站 ] 一 Fam) 
n=0 h —h=0 一 及 


=f (zxz0)+f (zo)=2f (zx0), 
所 以 A=2 了 (zo). 


. 1 
flwt— |=f(m) 
(4) A= lim ( 加 


me 1 


n 
3. 如 果 f(z) 为 偶 函数 ,上 且 / (0) 存在, 证明 广 (0) 一 0. 
证 明 因为/(0) 存 在 ,所 以 (0) 二 /4 (0)= 二 ff-(0), 而 
产 (0= lm DA lm A in OA- 广 (0)= 一 (0)， 


f (wm), 


xz0 Z 一 0 to 二 1 to 十 
所 以 (0)== 一 站 (0), 故 广 (0) 一 0. 
5 Xe, 和 和 有 
4, 若 f(x)== 其 中 c 为 常数 , 试 确定 a 和 5b, 使 得 A/(c) 存 在 . 
artb, zxz>e, 
解 要 /(c) 存 在 ,必须 f(x) 在 点 z=c 处 连续 , 即 lim f(x)= lim [如 二/(O, 亦 即 
lim zx? =c= lim (artb)=actb. 
天 
> eg = i 
fe) im OA lm 去 二 = im Ii 
由 放 (O)= 放 (0 得 a=2c; 从 而 b= 一 0 , 即 当 a=2c,b= 一 e? 时 了 (ec) 存 在 . 
5. 设 函 数 F(z) 在 zx 一 2 处 连续 ,有 lim 帮 号 一 3, 求 大 人 和 
解 ”由 于 极限 lim 帮 cz 一 3 存在 , 故 有 (2) 一 0, 所 以 六 (2) 一 im 一 三 (2) 一 limycz) 一 3. 
一 2 并 一 2 2 Zz 一 2 EF 
6. 求 下 列 函 数 /(z) 的 /< (0) 和 片 (0) ,并 问 (0) 是 否 存 在 ? 
sinz, zx<0, — i， Z 天 0， 
(1) f(z)= (2) FCz) 一 1 十 旺 
ln(1 十 z) ， z 宇 0; 
0， X=0, 
ER — O01 Winx—0 
解 (1) /< (0) i ee ere Bo 
, 开罗 三 六 0 .Intitz)—0 
f+ (0) 了 6 uy 6 Ws 
故 有 (0)=1. 
-一 二 一 0 
1 
= = (0) . 1 十 er 
(2 /0 = lim 6 = 
0 
(rz) 一 (0) 1+et 
f+00) Tn 过 一 必 2 一 0 9 


故 有 (0) 不 存在 . 
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注 


0 


1 
lim er 一 0， 


二 
lim e= 一 十 co. 
0 


7. 求 曲线 y 一 把 十] ,ms 一 1 在 模 兴 标 为 x 点 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 


Ed 
解 “ 切 点 为 (1,1) ,斜率 为 (DD=lim 人 如 一 f(D lm 二 1 1 , 故 切 线 方程 为 y 一 工 * 十 工 ， 
ee T—1 x JY—] 2 g 


法 线 方程 为 > 一 一 2z 十 3. 

注 ”本题 的 /(1) 用 定义 求 比较 好 . 

8. 在 抛物 线 y 二 xz* 上 取 横 坐标 为 x 二 1 和 zs 二 3 的 两 点 , 作 过 这 两 点 的 割 线 , 问 该 抛物 线 上 哪 一 点 的 
切线 可 平行 于 这 制 线 ? 

解 A Se 


制 线 的 斜率 二 三 切线 的 斜率 已 一 y 一 2z, 由 太一 已 一 4 得 xz 一 2, 故 抛物 线 上 (2,4) 的 切线 
ee 
高 题 
1 
fa 十 去 
1, 车 f(z) 在 z=a ,a yee [+ . (2016 年 全 国 预赛 题 ) 


f(atl 
0 ) - 
f(sin’ tcosz)tan3z 


(ez 一 1)sinz 


证 fo 


解 本题 属于 1” 型 未 定式 
lim 


1 、， 
| ] —time"( 


若 /(1) 二 0,/(1) 存 在 , 求 极限 [一 lim 


f(t ) -ro 1 
Jim Wr 
一 em-= 


Csin2 0 )tan3z _ mf sin 工 十 cosz)。3 工 m/e aoa) 


解 I = 
te — dls we Se 
3 lm/ Sin Xzcosr)—f(1) 。sinzz 十 cosz 一 1 
0 sin?Zz 十 cosz 一 1 2 
2 
3 limCsimz 十 cosz) 一 /1) 本 < 
xr0 sin2z 十 cosz 一 1 EE 
=3f (1) .=3 7. 


六 ea 工 都 有 F(z 十 1) 一 21(z), 且 当 0 委 z 委 1 时, f(x) 二 
X(1 一 zz?), 试 判断 /(x) 在 z= 二 0 处 是 否 可 导 . 
解 ” 当 一 1] 委 z 委 0 时 ,0 委 z 十 1] 委 1, 则 


1 
过 (z 十 1)[L1 


fx) (z+1)*] 22); 


/Cet RE Dz? 


(I—w)s 0<z<1，, 
2 


到 Cz+D( 一 了 2 一 22)， 一 1Sz<0. 


2 .EE 
m /OL srt i 
0 


广 (0) 1， 


0 到 


< 
fi 0)= lim 一 fC0) lim < = hs 
0 | 


2.4 课 后 习题 解答 人 


广 (0) 天 (0), 故 广 0) 不 存在 . 


4. 已 知 wp 为 常数 ，/(z) 可 导 , 求 mAzTeAz) 一 Fr 一 pz). 


Ar 
i F(xtaAr)— f(z—PAx) F(xtoaAr)— f(r) f(zx—BAz)— f(x) ， 
li Re lm at RB (etB) (a). 


5. 已 知 f(z)==zx(27x 一 (37 一 2)。，…。(1007x 一 99), 求 (0). 
解 (0) lim{ C2)—f(0) m2 — 1D) (3r—2)* * * (100x—99)—0 
0 T—0 


0 一 


(DD(— 2 5(—90) 90ls 


6. 设 函 数 /(z) 在 < 一 0 处 连续 , 且 lim 人 人 一 1, 则 (。). 


A. f(0)==0 且 / (0) 存 在 B. f(0)==1 且 /- (0) 存 在 
C. f(0)=0 且 /4 (0) 存 在 D. f(0)=1 且 /9 (0) 存 在 
解 im 人 (1 只 能 说 明 /(0) 二 0, /4 (0) 二 1, 故 选 C. 
7. 设 函 数 /(z) 连 续 , 且 广 (0) 二 0, 则 存在 90, 使 得 ( 加 
A. f(z) 在 (0,6) 内 单调 增加 B. f(z) 在 (一 6,0) 内 单调 减少 
C. 对 任意 的 zxE(0,6) 有 FCz) 二 7(C0) D. 对 任意 的 zxE( 一 85,0) 有 f(x) 这/(0) 


解 0) 一 lim 在 罗 二 人 >0, 则 存在 6 之 0, 对 任意 的 zE (一 8,0) 有 /f(x) 二 /(0), 对 任意 的 xE 
(0,6) 有 F(z) 二 (0) , 故 选 C. 
8. 设 函数 /(z) 在 z==0 处 可 导 , 广 (0) 一 1. 则 la 


tanz 


解 in( A270 。 工 十 帮 一 2 一 FC0) 。 27 ) f (0) +27 (0)=3f (0)=3. 


x0 tanz 一 2 tanr 
习题 2.2 
1. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) 3 一 了 2 二 再 一 二 二 10 (2) y 一 4z5 一 2 十 3er; (3) y 一 tanz 一 2secz 十 3; 
(4) y=sinr » cosz; (5) y=xzlnz—z?; (6) y= 3e'coszr; 
(7) > 一 所 十 In2; (8) 一 二 cos (9) > 一 zCz 十 D)tanz 


解 〈1) y=32 一 2 二 ; 
ZX I 
(2) y 一 20z4 一 2rln2 十 3er; 
(3) y =sec’x—2secrtanr; 
(4) y =cos’: zx— sin’ x=cos2x; 
(5) YY 一 Inr+z 二 一 2z 一 Inz 一 2 十 1 
(6) y 一 3er(coszr 一 sinzr); 


(7) ye (3 去 ); 


J 


sin x— (1l—cosr)cosr_ 1—cost 


(By 


sin2 工 sim 工 


(9) y 一 (z 十 1)tanz 十 ztanz 十 Cz 十 1)seczz. 
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2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1) y 一 sinz 一 cosz， 求 y 1:-# 和 AP (2) po 一 0sing 十 二 cosg， 归 | 


人 
解 (1) y 一 cosz 十 sinz, 故 
y | cos 人 二 5 次 + y |e# cos sin 4 加 V2. 
do 下 2 1 V2 rwv2 v2 | 
(2) dg sin0 十 bcosb 2 sing 3 sin0 十 bcosb， d5 了 到 2 lr 4 站 (1 2 
4 
3. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(GD) y 一 (2z 十 5)4 (2) y 一 cos(4 一 3z) (3) y=e (4) y=In(1+ x?); 
(5) y= sin’ zx; (6) y 一 arctan(er ); (7) y 一 (arcsinz)2; (8) y 王 lncosz. 
解 (1) y 二 4 (2z 十 5)? 。 2 二 8 (2z 十 5)3; 
(2)y sin(4—3x) 。(—3)=3sin(4—37x); 
(3) y =e . (—6z)=—6ze-™; 
2z 
(4) = 
(5) y =2sinr * cosr=sin2x; 
NN . Pg : 
(6 7 一 ICe7 ite 
(7) y 一 2arcsinz 。 
Pt | 
(8) y= * (—sinz)= —tanz. 
COS 工 
4. 求 下 列 函数 的 导数 : 
(1) y 一 arcsin(2z 十 5)， (3) y=e- cos2x; 
(4) y=ln(1+ xz); (5) y=arcsin VX; (6) y 一 In(z 十 Va’+z’); 
(7) y 王 In(secz 十 tanz); (8) y 一 In(cscz 十 cotz). 
解 (Dy 一 一 上 一 .2 
I~(2T3 
二 3 1 
(2) y=(1—z2) -二 yy (1—2 (2) ] 
. 2 VU-—2 
(3) y =e »。(—67x)cos2r+e  »(—sin27x)* 2=—2e- 3 (3zcos2z 十 sin2z)3 
»27; 
(0) y =I 2 
1 1 
(5) y= . ; 
2 Vi—z 2Vz 
1 工 和 
(Oy {1+ )- 
和 A ( a 二 Rn 
《7) y= . (secr * tant sec’ 7)—=secr; 
secrT tanz 
(8)y 1 《一 cacz eeotz 一 cac x)= — eecr. 
cscrT cotr 


5. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=e™t; (2) y=lntan2z; (3) y 一 ee (4) y 一 Inlnlnz; 


2.4 课 后 习题 解答 中 


oy yn yr— /EE /ey 2 Ed 


解 (1) y =ewt » sec’ 工 。 全 


(2) yi "secz2r。2; 
1 1 
(3) 多 一 em 。 本 amv 。 
1 十 (VE)” 2 2Vz(1 十 z) 
(4) JE ee 1, 


lnlnz lnr zx 


(5) y =2sint * cosr * sinr’+sin’ x * cosz? * 27; 


1 
(6) y= 一 一 一 (+); 
dE 2Vz 
所 1 1 _1 1 
(7) y= 。( 一 3) 一 2 二。ln2 。 
”I Ea 
| 1 | 
-3 . . 人 . ln2; 
2 V3r Vi-3zr Ee 
(y= Dt) _y3 
4 » [EE Ce 
z—1 


6. 设 f(x) 二 (ax 十 b)sinx 十 (cr 十 d)coszt, 确 定 a.b,cvd 使 f(z) 二 zcosz. 

解 ”F(z)=asinz 十 (az 十 b)cosz 十 ccosz 一 (cz 十 d)sinz 一 (a 一 cz 一 d)sinz 十 (az 十 0 十 c)cosz 一 zcosz， 
则 有 a 一 d=0,c=0,a=1,6 十 c==0, 即 a=1,6=c=0,d=1. 

7. 求 垂直 于 直线 2+ 一 6y 十 1 二 0, 且 与 曲线 y= 二 zx? 一 3zx? 一 5 相 切 的 直线 方程 . 

解 直线 2z 一 6y 十 1 一 0 的 斜率 为 4 一 二, 则 所 求 切线 的 斜率 为 一 3. 由 y 一 3z? 一 6 一 一 3, 解 得 z 一 1， 


3 一 一 7?, 所 求 直线 方程 为 > 十 7 一 一 3(z 一 1). 


8. 设 y 一 (2 4 ) ,又 /Co 一 atanr ， ,求生 


ep 
解 四 f(T) 2 四 ye ee aretan (E43) Gy 
和 _ aretan (3) 二 有 全 X3 要 
. 求 sin ,下 一 
ere, 


d(Csinr?) _ d /dsinz’ 
4 = 下 人 


) a (2xcosz’ ) 一 2cosz2 一 4zzsinz2. 
dr 

提高 题 

1. 设 y= 二 zx ,x 二 0, 求 


sinz 


解 y 一 ear .人 =。 so [cosrlne+t 
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2. 设 /(z) 可 导 , 求 下 列 函 数 的 导数 牧 ， 
(1) y= f(z’); (2) y= f(sin’ zx)+f(cos’ x). 
解 D2 (2); 


(2) 和 =f (sinz) *» 2sinrcostt+f (cos’x)* (—2sinrcosz)=sin2z[f (sin’ zx)—f (cos’ zx)]. 


3. 求 > 一 Vz 十 Vz 二 Vz 的 导数 . 


| 
2 Vz 十 Wz 十 \ 克 2 Vz 十 Vz 
4. 求 函 数 y 一 户 (mw (Csinz")) 的 导数 ,其 中 f,qg 均 可 导 . 


解 Papp sine f(y Csinz)) “ng (sin ) gy (sint”) » cosz” » nx!. 


5. 验证 ( Vz 一 a) 二 一 一 ,( Va 一 2)'， 一 一 并 记 住 . 


‘Ta? 
解答 略 . 
习题 2.3 
1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 
(1) y 一 2z2 十 lnzr; (2)y 一 ez -1; (3) y=zcosz; 


(4) y=e ‘sint; (6) y 一 (1 十 zz )arctanz. 


yp 
解 (1 7 =rt y 一 4 i 


(2) y =2e*”!, 多 一 4ezr 15 


(3) y 一 cosz 一 zsinzy YY Sinz 一 Sin7 一 ZcosZz 一 一 2sinr 一 ZcosZY 
(4) e'sintte ‘cost=e (cost 一 sint) ， 
@ ‘(cost—sint)+e 一 (一 Sint 一 cost) 一 e (一 2cost) 2e ‘cost; 
1 1 1 1 过 
(Dy rz ( )* (一 2z) (1 一 z)- 二 ， 
Vi 二 2) Va-ay VO 
, 3 二 间 3x 
“(l=2) se(—27) ; 
2 V(x) 
2z 


(6) y 一 2zarctanz 十 1， 多 一 2arctanz 十 I 


y 时 
2. 设 y 一 ALzp(z)], 其 中 ,gp 具有 二 阶 导数 , 求 4 这 
dy_ / 
解 rf xp) Cpr) tzy (zx)), 
dy 
dz 
3. 设 f(x) 二 (x 一 a)?g(x), 其 中 yg(z) 有 二 阶 连续 导数 . 问 六 (ao) 是 否 存在 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 ; 若 
存在 , 求 出 其 值 . 
解 f(z)=3 (ra) ?yg(z)+(r—a)y (zr), 
f(x)=6(z—a) g(r) +6 (ra)’yg (rz)t+(r—a) gz), 
fra) limf Df lim6Cz 一 222(Z) 十 6 (zx—a):y (2) 十 (z 一 272002) 一 0 


ea 之 一 本 


一 大 (zp(z))Cp(z) 十 z8g 7) (rp(z)) 29 (xz)+ zg (x)). 


69(a). 


2.4 课 后 习题 解答 人 


4. 间 自 然 数 至 少 多 大 ,才能 使 


在 z=0 处 二 阶 可 导 , 并 求 7(0). 


。 泛 
x"sin——0 
解 (0) 一 入 == 过 limzrisin 二， 


un 2 x0 0 


要 使 上 式 极限 存在 , 则 要 求 "一 1 二 0, 即 z1, 且 广 (0) 一 0. 
当 zx 天 0 时 , 广 (z) 一 nzrlsin ae co0s ,于 是 


芝 
Se 和 
于 7zisin 一 一 Zr zcos 一 
FOO tim DAO im 二 本 -lim (nesin 地 eeos 十)， 
0 一 0 0 二 六 0 EE E94 


大 (0) 存 在 的 话 只 能 为 0, 上 式 极限 存在 要 求 "一 3 二 0, 即 3. 故 当 x3 时 ,六 (0) 存 在 , 且 (0)=0. 
5. 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 


1 
一 sin2 工 ， i i Sd 
(1) > 一 sin zx; (2) y 一 zlnz; (3) y er (4) ?7 一 Zer。 
解 (1) 3 一 二 ss 一 二 一 去 cos2z， y" 一 一 去 bk cos( 2 二 一 一 2"!。 cos( 2z+ 守 )， 
(2) y 一 Inz 十 1， yy zl, y=(—Dr!:, 多 一 (一 1)。( 一 2)z: 一 (一 1)2。21 。z 3 
3 四 一 (一 1)o 0D (nD)! 。z 
1 lL =(z—2)7!—(z—1)7!, 


(3) y 


一 和 一 2 一 
y=(—D[(z—2)—(z—D) J] y=(—D(—2)[(z—2)’—(z—1) J], 
= 
(4) y =e*+zxe'=e’(l+zx), y=e(l+z)+e=e’(2+z),",y"=er(ntz). 
6. 求 下 列 函 数 指定 阶 的 导数 : 
(1) y 一 zzsin3z, 求 yo ; (2) y 一 ercoszr, 求 yy 中. 


50 
解 〈1) yso 一 》) Co (zi)® .Csin3z) 


k=0 
一 Cgoz2 3% sin( 3z 二 50 )+cb 22 30 sin( 3z 十 49 : | 让 
Ci 2. 3 。 sin (3x+48 。 过 ) 


一 zz 。350 。 sin (37+50 . 到)+50 .2z。39 。 sin( 3z 十 49 。 )+ 


一 2X348 。 sin( 3z 二 48 。 二) 


一 一 3%。zzsin3z 十 39。100z。cos3z 十 348。50X49sin3z 
一 348( 一 9zzsin3z 十 300zcos37z 十 2450sin3z); 
4 
(2) y® = >) Ct (er) (cosr) 
4=0 


一 eeos(z+4 。 到 ) 二 CI 。 ecos (z+2 。 3) te co he cor. 


提高 题 
1. (Cz) 一 sintz 十 costz, 求 f(z). 
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解 y= 二 sintzx 十 cost*x 二 (sin?zx 十 cos* 7)? 一 2 sin?x cos2 工 


站， 1 /1 一 cos4z 
本 si 2z=1 了 ( 了 


和 1 
) 1 cos47， 


- (一 Sin4zr)。4 dcos (47+ 了 )， y 4cos (47+2 至 ) 


所 以 y” = eos (ttn . 二) 


2. f(z)=2f(z),f(0)=1, 求 f (0). 

解 f(r)=2f(z), f(r)=2f (x)=2. 2f(7), 
(Cr 一 2 六 Cr) 一 2 7(z)，，fm(z) 一 27Cz), 故 f"0)=2"f(0)=2". 

3. f(z)=e® ,0) 王 1, 求 f (0). 

解 (2)=e®, f=e® f= Dn, 
ff (x)=e® ,2f (1)=2e DD, fV (r=20® oo3f (1)=3! efD oflD 3 ,ef ,os 
Jom(z) 一 (一 1)! eV , 故 Fo (0) 一 (一 1)! 。@". 


4. 设 y 的 nn 一 2 阶 导 数 "2 = 芒 , 求 y 的 nn 阶 导 数 y"， 


je 
工 _lnz 一 1 
各 


]m 工 ln2> 


Do aoa-Dofy"-21 oe=/ = 
解 y 有) ， 


加 | "ln?z 一 (lnz 一 1)。2lnz 。 1 
3 四 一 [ye | 让 ] 
5. 设 >= (zxz: 十 0) ,其 中 0 为 常数 ,和 存在 二 阶 导数 , 求 y. 

解 y=f (z+) 2r, y= rt) 22) +2f (r++ 4x!+2f z+). 


_2—lnz 
ln'z 并 lmz” 


| 1 (nm) 
6. 设 函 数 y 2 十 3’ 求 > (0). 
解 y 一 (一 1)(2z 十 3)-。2， 尿 一 (一 1)( 一 2)(2z 十 3)-3。22 ，…， 
3 四 一 (一 1)( 一 22?。…。( 一 六 (2z 十 3)-o+D。2" 一 (一 1)! (2r+3) "+ 。2", 


3ym (0) 一 (一 1D)m2! 。3-o+D。2". 


习题 2.4 
1. 求 下 列 方程 确定 的 隐 范 数 的 导数 : 
(1) 交 十 2zy 十 9 一 0; (2) z+y—3ary=0; 
(3) zy=sin(z+y); (4) y 一 1 一 Zey. 
解 (1) 两 边关 于 zz 求 导 2yy' 十 2y 十 2zy 一 0, 即 (y 十 x)y 一 一 y, 故 六 = 
= 
(2) 两 边关 于 zz 求 导 3x? 十 3y?，y 一 3ay 一 3axy 一 0, 即 (3 光一 3az)y 一 3ay 一 37?, 故 y 2 二 


(3) 两 边关 于 zx 求 导 > 十 zy 一 cos(z 十 y)。(1 十 y), 即 (z 一 cos(z 十 y))y 一 cos(Cz 十 y) 一 y, 故 


/一 cos(Czr 十 y) 一 ?> 


4 ZX 一 cos(z 十 y)" 


【 江 


(4) 两 边关 于 工 求 导 y 二 一 一 ze 。，y , 即 (1 十 ze )y 一 一 2? , 故 光一 一 和 


y dy 
2. 设 arctan 六 一 InVz 十 y a 


解 arctan 之 一 二 In(zz 十 罗 ). 两 边关 于 工 求 导 


2.4 课 后 习题 解答 人 


本 .2 ~ , (2z 十 2yy ), 妈 zy —y=z+y* y, 
pe 
WE 
工 
加 十,4 


于 是 (x 一 y)y 二 x 十 y, 故 Wy 
对 方程 zy 一 y 二 xz 十 y，y' 两 边关 于 x 求 导 得 


/2 2 2 2 2 
Re Es 1 十 y 《一 3)2 十 (7 二 人 2(z' 寺 yy》 


工 一 了 (z 一 y)3 (z—PD” 
i dy dy 
3. 设 zy 一 Iny 0, 求 证 ‘i Ee 
解 取 xz=0, 得 y==1. 两 边关 于 工 求 导 
y 
ee 并 二 
十 zy 5 一 0, 故 y 一 ee | 
yp_2yy (1 一 zy) 一 交 ( 一 y 一 zy)》 1 
(1 zy) » Voy . 
4. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=(1+ 2 ) sm, (2) 到 人 全 2 
7 一 4 
(3) 和 (4) y= Vrsinr V1l—e’. 


解 (1) 两 边 取 自 然 对 数 , 得 lny 二 sintln(1 十 zz?). 


3 =eosrlnd] 上 zz) 十 sinzr 。 故 交 一 (1 十 z DY [eosrln ta ) 十 sinz * 


(2) 两 边 取 自然 对 数 , 得 lny 二 z i [| 一 In | 1 十 z| ]. 
1 3 1 , 这 晤 可 
y= | 主 z|- [二 -二 ] 攻 xy=( 主 六 [ma 
(3) 两 边 取 自然 对 数 , 得 


Iny= 去 In |z+2| +4ln |3—z|—5ln |z+1|, 


二 | re 


pp | 4 5 故 y VX+2(3—zx) 1 4 5 
y” 2 7z12 3—z zti’™Y 《人 二 1 六 (志向 3—x zi)- 


(4) 两 边 取 自然 对 数 , 得 


lny 二 (in lz| Hln | sinz | 二 im 11 -|); 
和 
2 


和 Da 二 = 起 / fe 1 a ww 

WE 2 (3 这 )' 故 y Sn (去 +eoe PE 
5. 求 下 列 函 数 的 导数 ， 

一 Sint， dy i dy dy 
(1) lw 求 科 1 (2) 设 zx 一 alncotb,y 一 tang, 求 习 与 3 


(3) 设 z= 广 (DD ,y=t(0 一 f(1), 又 六 (1) 存在 且 不 为 零 ， 求 和 与 和 > 一 


dy 
dy_ dt _—2sin2t y dy 
解 (1) 本 a a 4sint， 下 2 V2. 
dt 外 
dy 
dy_ dg sec’0 1 
(2) tang, 
dr dz | 20) a 
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i ( 9) 一 一 。secs0 1 
2 | rr ztang. 
dz 二 ( 严 】 dr i a* 1 。( 一 cscz0) 本 
cotO 
dy dl/dy 
(3) 和 y= 中 fF Oar = (ey dy dldr)_(w', 了 
dr dr FO ”a da FO FO 
dt dt 
提高 题 
eS dy 
1. 设 机 数 yy(z) 由 参数 方程 ， “确定 , 则 >| = 
?3 一 SInt x | Lo 
cost 
1 十 
dy cost dy dr (1 十 ef)sint 十 escost ydy 2 1 
a dre) | 一 8 
dr 


2.， 设 函数 y=/(z) 由 方程 cos(zyD 十 Iny 一 < 一 1 确定 , 则 lima(/( 训 一 1- 

解 将 z=0 代入 方程 得 y=1, 在 cos(zy) 十 Iny 一 z=1 两 边关 于 x 求 导 , 得 
一 sinCzy)，(y+zy) 十 二 一 1 一 0 

将 z=0,y=1 代入 上 式 , 得 | 


sin0 » (GI+o) 二 十 y 一 1 一 0, 故 y=1， 即 y(0)=f(0)=1. 


"ye 
sli) 1) -tm = -aro-z 


3. 曲线 工 的 极 坐标 方程 为 > 一 0, 求 二 在 点 (r,0) 一 ( 豆 ' 豆 ) 处 的 切线 方程 . 


解 ” 先 把 曲线 方程 化 为 参数 方程 
2Z 一 r(0)cosb 一 bcos0， 
| 7r(0)sin0 一 0sin0， 


于 是 在 0= 季 处 ,z 一 0,y 一 站, 生 | 一 So 二, 则 了 上 在 点 (r0) 一 (到 ,各 ) 处 的 切线 方 和 为 
和 
工 2 2 工 
Y= i 0), 即 y nt 2 


4. 求 曲 线 tan(z+y+ 二 ) 一 在 点 (0,0) 处 的 切线 方程 . 
解 方程 两 边关 于 之 求 导 得 sec (=+? 十 下) (1+y =e .yy. 


将 z==0,y 一 0 代入 上 式 得 (V2) "(1 十 y) 二 y, 故 y' 一 一 2, 即 y(0) 一 一 2. 所 以 切线 方程 为 y= 一 2z. 
5. 设 函 数 y 二 y(z) 是 由 方程 x? 十 y 二 tan(x 一 y) 所 确定 且 满 足 y(0) 二 0, 求 Y(0). 
解 ” 在 方程 x 十 y 二 tan(zx 一 y) 中 关于 工 求 导 

2z 十 y = sec (zx—y)* (1—y). (1) 


将 x 一 0,y 一 0 代入 上 式 得 y 一 去. 在 (1) 式 两 边关 于 zx 求 导 ,得 


2+¥ =2 sec: (x—y)tan(x—y)* (1—y)’+tsec (zx—y)(—y). 


2.4 课 后 习题 解答 0 


将 xz-0,y-0,y 一 二 代入 上 式 ,得 2 十 一 0 十 (一 y) , 故 得 Y 1, 即 Y(0) 二 


习题 2.5 

1. 求 函数 y 二 zx? 当 工 由 1 改变 到 1.01 的 微分 . 

解 ” 因 为 dy 二 2xdz, 由 题 设 条 件 知 zx 一 1,dz 一 Ar 一 1.01 一 1 一 0.01, 所 以 dy 一 2X1X0.01 一 0.02. 
2. 求 函 数 y==z 在 z=2 处 的 微分 . 

解 ”函数 > 一 屏 在 z=2 处 的 微分 为 dy 二 (x3) |,-sdr 二 12dzx. 

3. 求 下 列 函 数 的 微分 : 


Ci (2) y= (3) > 一 sin(2z 十 1); 
2r 
(4) y 一 In(1 十 er ); (5) ?一 In(z 十 Vz 十 1) (6) ?一 反 . 


归 
解 (1) y 一 (zsesz) 一 3zzez 十 2z3etr 一 zzesr(3 十 2z)， dy 一 ydz 一 zetz(3 十 2z)dz。 
或 利用 微分 形式 不 变性 
dy=e”d(7z’)+zx’d(e”)=e*” 。3zx’dzr+zx’ * 2e* dzr=zx?e*(3+2zx)dz. 


(2) 因为 y= | 所 以 dy 一 ydr 一 zeosz sedz. 
(3) 设 y 二 sinusu 王 27 十 1, 则 

dy 一 d(sinx) 一 cosxdu 一 cos(2z 十 1)d(2z 十 1) 一 cos(2z 十 1)。2dz 一 2cos(2z 十 1)dz. 
注 与 复合 函数 求 导 类 似 , 求 复合 函数 的 微分 也 可 不 写 出 中 间 变 量 , 这 样 更 加 直接 和 方便 . 


2 2 
2zxe” 


Gy y= dle ye 
和 证 号 1 十 时 l+e 
1 1 3 
(5) dy 一 dln(z 十 Vx’ 二 1)= d(z 十 Vz 二 +1)= G3 hj 
ee z+VPRT z+ VETil Vil 
1 dz 
Vetl “ 
(6) dy de ) ed(2) Zier 。 a fs ele Ze (a 
(x) 六 
4. 在 下 列 等 式 的 括号 中 填 和 适当 的 函数 , 使 等 式 成 立 : 
(1) dl = coswdt; (2) d(sinz’)=( )d(Vz). 


解 (1) dCsinwt) =wcoswtdt, coswrdr 一 去 d(sinen) 一 d (二 sinot ): 


般 地 ,有 dd ( + sinor+C] = coswtdt. 


d(sinrt’)_ 2zcosz’ dr 
d(Vz) 1 gx 
2 


5. 求 由 方程 ee 二 2x 十 y 所 确定 的 隐 函 数 y 二 f(x) 的 微分 dy. 
解 ” 对 方程 两 边 求 微分 , 得 d(e?) 一 d(2zx 十 y’),e*d(zxy) 二 d(27) 十 d(y’)， 


三 2 Ee 2h 
ez (ydz 十 zxdy) 二 2dz 十 3y:dy, 于 是 dy 一 一 一 一 dz. 


(2) =4rVrcosr, d(sinz’)=(4zVrcosr)d(Vr). 


re —3y 
6. 导出 近似 公式 ( 当 | Az | 远 远 小 于 |z| 时): TS 江上 .并 技 此 公式 求 V35 的 近似 值 ， 
I 


结果 取 小 数 点 后 四 位 . 
解 设 f(D) 一 二 ,f(z 十 AD) 一 /D(z)Ar,F(z) 一 言 + 卫 , 从 而 有 
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ETAT 一 YA, 移 项 得 近似 公式 : Ja 
TE 


3 Vr” ye 
2 \ 寺 2 2 人 去 区 汉 2 _79 
3 3 站 二 ， 
因为 Y25 一 WY27 一 2 3(1 未 ) , 令 z=1,Ar 未 ' 则 (1 元) MT 二 页 = 可 ,所以 
as 。 79_79_ 
Ye3 + F127—2. 9259， 
7. 计算 下 列 各 数 的 近似 值 : (1) 998.5; (2) er"o. 
【分 析 】 |z| 很 小 时 ,(1 十 z)s1 十 二 ze 十 
3 
解 (1) W998.5= Vi1000 二 1.5 一 、/ 1000 (1 i1605) 10 ViI 一 0.0015 
X10 (1 一 言 X0.0015) =9.995. 
(2) e-*% 1 一 0.03 一 0. 97. 
提高 题 
?一 2 , 求 dy. 
解 dy 二 d2*™ 二 2*™ In2dtanz 二 2”™ln2 * sec’ zdz. 
复习 题 2 
1. 判断 题 
(1) (xz 十 1) "一 2z 十 1. 和 六 
(2) 设 函 数 F(z) 在 处 可 导 , 那 么 lim 妈 2 一 人 Cz 一 Az) = 广 (z) 成 立 , 6 六 
AS Ar 
(3) 设 函 数 y= 二 e', 则 y= 二 ne”. [ ) 
(4) f°(100)=[f (100)]’. CC ) 
(5) 车 u(xz) ,v(x) ,w(x) 都 是 xz 的 可 导 函 数 , 则 (www) = 二 w vw 十 uv tw 十 wwe ) 
(6) 车 y= 二 /(e*)e ,A(x) 存 在 ,那么 有 y==f(e)el 中 二 el 中 (x)f(e'). ( ) 
答案 (1) V ;G2) V;(3) X;(4) X;(5) V ;C6) Xx. 
2. 填空 题 
(1) 曲线 f(x) 二 Vz 十 1 在 (1.2) 点 处 的 切线 的 斜率 是 
(2) 曲线 /(z)==e 在 (0,1) 点 的 切线 方程 是 . 
(3) 已 知 f(x)= 才 十 37, 则 (3)== 
(4) 函数 y 一 x 一 2, 当 zx 一 2,Ax 0.1 时 ,站 
(5) 车 函数 /(z) 可 导 及 为 自然 数 , 则 limn [s(t |= 
(6) 曲线 y= 二 f(x) 在 点 M(zo ,f(zo)) 的 法 线 斜 率 为 : 
(7) 设 函 数 > 一 >(z) 是 由 方程 x 十 y* 二 1 确定 , 则 y 一 . 
(8) d 一 sin3zd7z. 
答案 (1) 方 ; (2) y 一 z 十 1; (3) f (3)=27(1+In3); (4) AY=12. 61; 
I dgy__z, i 
(5) 广 (z); (6) Fm)’ (7) de 人 (8) 3 cos37。 
3. 单项 选择 题 


(1) 下 列 函 数 中 ,在 zx 一 0 处 可 导 的 是 ( 和 


2.4 课 后 习题 解答 全 


A. y 一 |z| B.y 一 2Vz CE D. y= | sinz| 
(2) 下 列 函 数 在 z==0 处 不 可 导 的 是 ( Nn 

A. y=2Vr B. y=sinr C. y=cosz D. y=x’ 

人 XZ1, 
(3) 设 画 数 > 一 | 在 z=1 处 连续 且 可 导 , 则 ( 。。). 

axi+b, zx>1 

A. a=1,6=2 B. a=3,6=2 C. a=—2,6=1 D. a=2,6=—1 
(4) 设 f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 lim 人 一 仿 一 人 ?一 ( 

A, —f (x) B. f(—z0) C fm) D; 2f (zo0) 
(5) 设 f(z) 在 x=xzo 可 导 , 当 (zo)=( ) 时 ,有 limyt 一 5 一 Ci) 一 闻 - 

A. 4 B. 一 4 [9 二 D. 一 2 
(6) 设 f(z) 在 xz。 处 不 连续 , 则 f(z) 在 zo 处 ( 和 

A. 必 不 可 导 B. 一 定 可 导 C. 可 能 可 导 D. 无 极限 
(7) 车 f(x)==e-*cosz,; 则 f(0)=( 5 

A. 2 B. 1 C. 一 1 D, 一 2 
(8) 设 y 二 f(z) 是 可 微 函数 , 则 dF(cos2z) 一 ( 外 

A. 2f (cos2z)dz B. f (cos27)sin2rd2z 

C. 2f (cos27z)sin2rdz D. —/f (cos2x)sin2rd2z 
答案 (1) C ;(2) A;(3) D;(4) A;(5) D;(6) A;(7) C;(8) D. 
4. 计算 下 列 各 题 : 
(1) 设 y=x?ei , 求 ys (2) 设 > 一 zwVz 十 Incosz, 求 y; 
(3) y=In Vz 二 VE, 求 虹 ， (4) y 一 In(z 一 v 二 ,求人 
(5) 设 ?一 反 十 打 十 好 , 求 开 ， (6) 3 一 (nzerm ,7Cz) 可 导 , 求 汉 ， 
(7) y=aresin(sinz) , 求 牧 ， (8) y= lntan 0 * lntanz, 求 开 . 


解 (1) y (zx)=(2zx—Det; 


(© YY 1) = tanz; 


(3) y lnet VE 


dy 
(和 


Ww 


(5) y= (z+ 十 好 ) 一 闻 z 一 福 . 二 In7; 


dy i Se (an 二 .EN ” 
(6) F=f nD) SS +f nD) 9» fn); 


(7) dy_ cosr __cost 
dz /T= cosr| 
(8) dy 1 secz 工 。 i 3 ta oR n= La 
这 2 2 tanz 
tan 2 


1 
二 一 一 十 sinrz。]lntanz 一 一 一 一 sinz。lntanz.。 
sinz Sin 
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求 等 边 双 出线 > 一 二 在 点 ( 羡 "2 } 处 的 切线 的 斜率 ， 并 写 出 在 该 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 


解 “由 导数 的 几何 意义 ,得 切线 斜 六 为 4=yY| 一 (十 ) = 一 去 | ,= 到 
2 二 sr 
所 求 切线 方程 为 > 一 2 一 一 4 (= 二 ) , 即 4z+y 4 一 0. 
法 线 方程 为 y 一 2 4 人 二 ) , 即 2 8y+15=0. 
6. 求 曲 线 y 一 Vz 在 点 (4,2) 处 的 切线 方程 . 
Po | 二 
r » Ek 六 习 Es 
解 ” 因 为 y= 二 (Vz) 二 y Wr 故 所 求 切线 方程 为 
y—2 i 4)， 即 一 z 十 4y 一 4==0. 
sinr, X=0, 
7. 已 知 f(x) 二 (2). 
Ss 全 2 | 
省“ 六 一 fcosz， T< 0， 
解 ” 当 xz 取 0 时 ,用 公式 有 (xz) 人 0 
0 nf tim Ly. .oy i 人 =/2- tim 0—1, 
sz， xz<<0， 
全 = 所 (= 于 10091 所 以 1 一 人 a 
1 之 0. 


8. 已 知 y=zx 十 x , 求 y'。 
解 y=(zxt+e™)’=1+e'™ (zlnz) 一 1 十 zz (lnz 十 1). 
9. 求 由 方程 xy 十 Iny 一 1 所 确定 的 函数 > 一 /(z) 在 点 M(1,1) 处 的 切线 方程 . 


解 ”在 题 设 方程 两 边 同 时 对 自 变量 xz 求 导 ,得 > 十 zy 十 by 0, 解 得 y = 在 点 M(1,1) 


/ - -二 于 区 ee 人 
处 ,y -i 地 .于 是 ,在 点 M(1,1) 处 的 切线 方程 为 y 1 ZF 1), 即 zx 十 2y 一 3=0, 


dy dy 


10. 设 > 一 y(z) 是 由 方程 xz? 十 y? 一 zy 二 一 4 确定 的 隐 函 数 , 求 r 1。 


解 “方程 两 边关 于 工 求 导 得 2z 十 2yy 一 > 一 zy 一 0, 即 (2y 一 z)y 一 y 一 27, 故 y 罗 
对 方程 2z 十 2yy' 一 > 一 zy 一 0 两 边关 于 zx 求 导 ,得 


2(yY 一 :一 1) 一 6( 妇 十 到 一 zy) 
2 


oz vv 7 
2+2y +2yy—y—y —zy =0, 即 yy ay 


DL. 设 cos(z 十 y) 十 一 1, 求 鹅 ,和 学 ,二 EE 


解 ” 在 题 设 方程 两 边 同 时 对 自 变量 z 求 导 , 得 一 sin(z 十 y)。 (+ 里)+e 显 一 0, 整理 得 
[人 迷 =- 人 9) 
- de dr e@—sin(zt+y)" 
dy_ey (e 一 sin(z 十 y)) 一 所 (ery 一 cosCz 十 y)(1 十 y)) 
dz2 Le —sin(z+y) J 


2eg cos(z 十 y) 一 ep sinCz 十 y) 一 到 e sin2(Zz 十 y) 


[Le —sin(z+y) 


2.4 课 后 习题 解答 全 


解 方程 两 边 同 时 对 自 变 量 工 求 导 , 得 

dy dy 
?了 dz dzr y 
dr’ (Gy—D? GD Gy=D” 


dy 工 dy dy__y 
a 3 人 履 二 5 二 I* 于 是 


2 
13. 5 一 1+ze , 求 9 


z=0 


解 将 z=0 代 入 方程 中 得 y=1. 

方程 两 边 同 时 对 自 变量 求 导 , 得 y 一 号 十 zey 

将 zx=0,y=1 代 入 上 式 得 一 e. 

在 y 一 是 十 zery 两 边 同 时 对 自 变 量 z 求 导 , 得 yY 一 ey 十 ey 十 ze (y 7) 十 zery 


将 z=0,y 二 1,y 二 e 代 入 上 式 得 y=2e, 即 y 


2 
14, xzy—sin(xy’)=0. 求 9 


z=0 ~ 
=-1 


解 ”方程 两 边 同 时 对 自 变量 z 求 导 , 得 > 十 zy 一 cos(ry? )。2ryy 一 0. 
将 z=0,y= 一 1 代入 上 式 得 一 1 一 0 一 cosr。2r。( 一 1)。y 一 0, 即 j= 一 


2x" 
在 > 十 zy 一 cos(ry )。2ryy' 一 0 两 边 同时 对 自 变量 x 求 导 , 得 
yy tzry tsin(xy) * (ryy )*—cos(xy’) * 2x (y ): 一 cos(ry )。2ryy 一 0. 


将 z=0,y 一 一 1,y 一 一 趟 代入 上 式 得 


(去 )+ (一 去 )+0+0-cos( .2r (去 ) -es *2x( 一 1)y 二 0, 故 yYO= 一 起 . 


15. 求 由 方程 zy 一 e* 十 e ==0 所 确定 的 隐 函 数 y 的 导数 科 ,9 


由 一 0, 解 得 至 一 全 一 > 


解 “ 方 程 两 边 对 工 求 导 得 y 十 z 和 


er 二 


dz dz 蓝 z+e” 
a Ne | = 党 三 人 |， 洋 
由 原 方程 知 x 二 0,y 二 0, 所 以 dr| ,ze |eo 
| So 
dy_ (ey rte) (eyItey) vdy 六 
dz2 (re de | “ 


dy 
16. 若 y 一 zy 一 2, 求 入 


解 ”两 边 对 工 求 导 得 3y*y 一 2zy 一 zy 一 0. 解 得 y 一 53> ,再 求 导 得 


3 
6yy :十 3y% 一 2y 一 2zy' 一 2zy —zx:y =0, 
解 得 光 dzry” eA 二 下 (其 中 = Zzy ): 
3 条 一 工 3 光一 字 
| 
17. 已 知人 求生 
y=31—8, dz 
dy 
dd 一 3 一 3 一 3 
解 下 Er (LT 
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ddy 了 
dy wr( 志 ) 3 故里 > 
dz dz 2 一 2 40D dz 4° 
dr 


18. 设 函 数 y= 二 x e 7, 求 y*% (0). 
解 yeo Cz)=Ch 。(erz)eo tCh (er) 0 (za) /十 CB (Ce) (za 十 Ci er) DC)", 
20。19。18 


(20) 0 
YO) De 6 一 一 6840， 
2 
19. 已 知 Ct , 求 fm (0). 
下。 罗 1 误 1 , (—D"™n! 
解 /A i 


JeerD(0) 一 0， jb (0) 一 (24)1 k=0,1,2,... 
20. 求 微分 dy: 
(1) y=arcsin Vz; (2) ry=e >; 
(3) y= f(e’); (4) y=a’+ VI 一 aarccos (ar ). 


解 (1) dy 一 darcsin Vz A a 5 


一 
(2) dzy=der, 即 ydz+zdy=erty(dz 二 dy), 故 dy 一 Ydz. 


一 er+y 


(3) dy=df(e)=/ (e')de’=/ (e')erdz. 
(4) dy =da’+d V1l—a”arccos (ar ) 一 azlnadzr 十 arccos az。d V1l—a®”++ V1l—a” darccos ax 


1 
一 arlnadz 十 arccos az。 2 -十 二 40 ar) 十 V1 二 人 ( A) 
一 ?2 i 
一 azlnadz 十 arccos ar » 3 dt V1 al A 
(em arccos az。 La arlna |d> 
= (ueeos a™* 和 
a 
ln(1 十 z) i 
一 一 当 z> 一 1,z 冯 0， 
21. un-| 元 ”在 (一 1, 十 呈 ) 上 连续 , 求 A 值 ,并 判定 (x) 在 zx 一 0 处 
A, 当 z=0 


的 连续 性 . 
解 ” 因 为 f(z) 在 z==0 处 连续 ,所 以 lim7(Cz) 一 7(0), 即 im 十字 A. 则 A=1. 


lnGI 十 z) 


1 
f° (0) lim £2 = A jim 一 lim 的 二 = (3 型 未 定式 ) 
0 2 一 0 0 六 0 2 0 
| 
lim + 之 lim 一 一 全 
0 2z r*0 2z(1 十 并 ) 2 
9 
一 In(1 十 z) 
JU 十 we 3 EE 2 1 | 
EL AC 四 土 二 


一 去 ,所 以 了 (xz) 连续 . 


2.4 课 后 习题 解答 作 


ee， ZX>0,7A1， 
22. 设 函 数 f(x) 二 0， i 试 证 明 /(z) 在 [0, 十 吕 ) 上 连续 ,并 求 广 (1). 
= = 


lr sm 1 一 工 1 


六 Dh /0D ,所 以 f(z) 在 z 一 1 处 连续 ; lim /CD 一 lim 和 时 
zl 0 十 x0 


0 二 了 (0) ,所 以 f(x) 在 z=0 处 连续 . 从 而 f(x) 在 [0, 十 吕 ) 连 续 . 


zlnz | ] 村 加 
ED I lar+l1—z 1. hrtl=1 1. Zz 
Dl 2 nt 


23. 利用 函数 的 微分 代替 函数 的 增 量 求 V1. 02 的 近似 值 . 
解 设 函 数 /(z) 一 ,mm 一 1,Ar 一 0.02, 则 


f(xzot+AT)f (ro) tf (ro)Ar=1+ 1 »0.02==1+ 


自 测 题 2 答案 
1. (1) 充 分 必要 ; (2) 充分 ,必要 ; 
(3) in 1 fC3=A) = /C3) $7 3) 1 .2——l; 


Am0 ee] h 2 


(9 令 y 一 24z 十 b=0, 得 驻 点 一 一 吉 , 也 为 极 值 点 .车 要 曲线 与 轴 相 切 , 则 只 能 是 在 权 坐 标 为 极 


信和 点 处 相 切 , 即 z 一 一 起 ,y=0. 


a 


由 0=a (一 才 】 + (一 起)+es 得 呈 =4ac 


(5) 令 f(x) 二 cosz, 由 f(zo 十 Az) 宅 f(zo) 十 (zxo)Az, 得 cos(zo 十 Ar) 之 coszo 一 sinro。，Ax, 故 


人 bs V3 上 开 
se 180 6 180 2 360- 
. 人 
2 (1) imp a fm) Hm a) Fro) 2 Fm) fa 
—2z | = 


计 1 
一 2f (zo) 十 广 (zo) f(zx0) 


故 选 C. 
C2) ln 二 nn 人 de 1, 则 (1) 一 2, 切线 斜率 了 (1) 一 一 2， 
故 选 B. 


(3) df(er) 一 广 (er)der 一 广 (er)erdz,， 故 选 C. 


(4) Po) ln Cn be ml) 


0 工 0 工 
lim | 2 ] ER 
0 党 全 0 br —bzx 
=2byg (a), 
故 选 C. 
(5) ee arcsinz / a arcsinr .1 。 1 
ZE 2 2 = 
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/3 aresin 1 1 二 1 1 
(4) sin 了 二 sn- 6" 本 "2 2 ， 
故 选 A. 
3. 解 (1) y 王 rz 十 mlnr 十 ermx(1 十 lnz); 
(2) y 一 (arlnae 十 aze 1)sinz 十 (ar 十 za)cosz。 
4. 解 ” 因 为 是 分 段 函数 ,所 以 分 段 点 处 的 左右 导数 要 分 别 用 定义 来 求 
= -x = 2 a 
六 (0) tn /ef ln 1, 户 (0) nA lim as 直 B= 
当 且 仅 当 4a= 一 1 时 ,f(x) 在 z=0 处 可 导 , 由 可 导 必 连续 得 0 一 1; 故 当 o 一 一 1,0 一 1 时 f(x) 可 导 , 且 
一 e =， Z<0， 
P(z)=1 一 1， xz=0， 
2z 一 1， zx>0. 
se 


6. 解 y= 
将 z=0 代 入 (1) 式 得 y=1. 在 y=1 十 ze” 两 边关 于 xz 求 导 得 
y =@++zrey’. 
将 z=0,y=1 代 入 (2) 式 ,得 y (0)==e. 
(2) 式 两 端 关于 z+ 求 导 得 
y=ey 十 ey 十 zer (y)’ 十 zery 
将 zx=0,y=1,y = 二 e 代 入 (3) 式 得 y=2e?. 


dy 
2 
7. 解 y= 虹 =- 生 一 3 十 2844+2)(14+D)=32 十 51 十 2， 
dr dz 放 六 
dt 1+t 
dy 
dz 
wn_dy_d/dy dt 6t 十 5 (6t+5)(1+7) 
> dr dr 二 | dz | t 
dt Ett 
/dy 3z 一 2 3《3z 十 2) 一 303z 一 2 3 一 2 12 
8. 解 y 一 f (Fz) C3z 二 27 arctan (汉王 2 03z 十 275， 
dy 三 。12 一 3 
故 7 arctanl A 


(1) 


(2) 


(3) 


第 3 > 章 


微分 中 值 定 理 与 导数 的 应 用 


3;1 大 纲要 求 及 重点 内 容 


1. 大 纲要 求 

(1) 理解 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 ,会 运用 中 值 定理 证 明 一 些 等 式 和 不 

(2) 掌握 函数 单调 性 的 判别 方法 ,会 求 函 数 的 单调 区 间 , 会 利用 单调 性 证 明 一 些 不 

(3) 熟练 掌握 求 函数 极 值 的 方法 ,会 求 函 数 在 闭 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 会 解 简 单 的 
最 大 值 . 最 小 值 的 应 用 题 . 

(4) 会 求 曲线 的 凹凸 区 间 和 拐点 ,会 求 曲线 的 渐 近 线 , 能 正确 地 做 出 某 些 函数 的 图 形 

(5) 了 解 泰勒 公式 、 泰 勒 定理 ,麦克 劳 林 公 式 及 其 拉 格 朗 日 型 余 项 ,能 写 出 某 些 初等 函 
数 的 麦克 劳 林 展开 式 . 

(6) 熟练 掌握 洛 必 达 法 则 ,会 求 各 类 “未 定式 ”的 极限 . 

2. 重点 内 容 

(1) 用 中 值 定理 讨论 方程 在 给 定 区 间 内 的 根 的 情况 ,证 明 等 式 ; 

(2) 用 中 值 定理 和 单调 性 证 明 不 等 式 ; 

(3) 用 洛 必 达 法 则 求 未 定式 的 极限 ; 

(4) 函数 的 极 值 .单调 性 .凹凸 性 、 拐 点 及 渐 近 线 的 求法 

(5) 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 以 及 求实 际 问题 的 最 大 值 或 最 小 值 . 


C3;2 内容 精 要 


1. 中 值 定理 与 泰勒 公式 

定理 1( 费 尔 马 定理 ) 若 函 数 F(z) 满 足 条 件 : 

(1) f(z) 在 点 xo 的 某 邻 域 有 定义 ,并 且 在 某 邻 域内 恒 有 f(x) 三 f(xo) 或 f(z) 宇 
Ca 
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(2) f(x) 在 ze 处 可 导 . 
则 有 f(xo)==0. 
定理 2( 罗 尔 定理 ) 设 函 数 f(z) 满足 条 件 : 
(1) 在 [a,bj] 上 连续 ; 
(2) 在 (a,6) 内 可 导 ; 
(3) f(a)=f(0). 
则 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 使 f'(&)=0. 
定理 3( 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ) 设 函 数 f(z) 满足 条 件 : 
(1) 在 [a,6j] 上 连续 ; 
(2) 在 (a,6) 内 可 导 . 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 & 使 (56) 一 f(a)=f 了 (8) (6 一 a). 
注意 (1) 在 需要 建立 f(x) 与 其 导数 f(z) 联系 时 ,应 考虑 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
(2) 在 证 明 不 等 式 时 ,应 判断 是 否 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
定理 4( 柯 西 定理 ) 设 函 数 f(x) ,g(x) 满 足 条 件 : 
(1) 在 [a,6] 上 连续 ; 
(2) 在 (a,0) 内 均 可 导 ; 且 g (rz) 天 0. 


f(D—fa) £8 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 点 使 06) 二 ga) 一 Ee) 


定理 5( 泰 勒 公 式 ) 设 函 数 f(x) 在 点 ze 处 的 某 邻 域内 具有 十 1 阶 导数 , 则 对 该 邻 域 
内 异 于 ze 的 任意 点 xz, 在 xo 与 x 之 间 至 少 存在 一 个 ,使 得 


Cn) 
f= SD HF de ad tL ra) tt ED) Ga) +Rle), 
其 中 A RC) =o( Cz 一 zo)") 称 为 佩 亚 诺 型 
余 项 . 
(麦克 劳 林 公 式 ) ” 当 zo 二 0 时 ,有 
J n) (Cr 十 1) 
fez) = Fo) + Fz Fz ee 人 "+ 在 于 zm(& 在 0 与 x 之 间 )， 
Py = HF Oe Oy 


20 7 i i 2 
常用 的 五 种 函数 的 麦克 劳 林 公式 ,如 e’,sint,coszr,ln(1 十 x),(1 十 x)” 的 展开 式 如 下 : 


2 天 rr 
e 一 1 二 7z 十 志 十 … 十 工 十 一 xz ，0E(0,1)， 


21 a 《12 十 1 
x x NE 。 rt ee 
Sinz 一 工 31 +151 mi Dl ) 
_ 2 站 2 e000 | 
cost 一 1】 31 61 C= on 0 
2 3 
ln(1 十 z) =x 一 区 十 志 a 


2 0 1 十 1 


IE es es i a A 


3.2 内 容 精 要 他 


a + eT 1) i .十 &Ce 一 1)… 区 pe 


nl 


2. 一 元 函数 微分 的 应 用 

(1) 函数 的 单调 性 

四 定义 Yz 2E(a pb), 且 当 六 二 z 时 ,jz) 一 zs)( 或 jc) 六 22))， 则 函数 
8Cz) 在 (oa,0) 内 单调 增加 (或 单调 减少 ). 

Q@ 判别 方法 VzxE(a.b), 都 有 (zx) 之 0( 或 F(z) 二 0), 则 函数 FGz) 在 (a,0) 内 单调 
增加 (或 单调 减少 ). 

@@ 用 函数 的 单调 性 可 以 证 明 不 等 式 . 

(2) 极 值 与 最 值 

O@ 极 值 的 定义 ”函数 f(x) 在 zx。o 的 某 一 邻 域内 异 于 ze 的 任意 一 点 ,车 恒 有 f(x) 二 
fro(f(z) 达 f(zo)), 则 称 f(zo) 为 y 二 f(x) 的 极 小 值 (或 极 大 值 ). 


Q@ 驻 点 车 了 (zo) 二 0, 则 xxo 为 函数 f(x) 的 驻 点 . 
@ 定理 1( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 ze 处 可 导 , 且 在 ze 处 取得 极 值 , 则 
f (xo)=0. 


@ 定理 2( 极 值 存在 的 第 一 充分 条 件 ) ” 设 函 数 f(x) 在 x。 的 某 一 邻 域 内 可 导 ， 
且 PCzo)=0( 或 F(z) 在 xo 处 连续 ,但 f(xo) 不 存在 ), 若 设 函 数 f(z) 在 xo 的 某 一 邻 域 
内 , 若 ， 

TI 了 (zx) 在 x 的 附近 左 正 右 负 , 则 f(xo) 为 极 大 值 ; 

[ 万 (z) 在 ze 的 附近 左 负 右 正 , 则 f(zxo) 为 极 小 值 ; 

下 (zx) 在 xo 的 附近 不 变 号 , 则 f(zo) 不 是 极 值 . 

@ 定理 3( 极 值 存在 的 第 二 充分 条 件 ) ” 设 函 数 f(z) 在 zo 处 有 (xo) 隆 0 且 广 (zo) 一 
0, 则 : 

TI 当 产 (zxo) 达 0 时 ,f(xo) 为 极 大 值 ; 

卫 当 庆 (xo) 之 0 时 ,f(zo) 为 极 小 值 ; 

时 当 产 (xo)==0 时 ,无 法 判断 . 

推论 设 函 数 f(x) 在 xo 处 具有 二 阶 以 上 的 nn 阶 导 数 ,是 (x6) 二 了 (200) 二 = 二"? (x0) 
0, fm (zo) 天 0, 则 ， 

I nn 为 偶数 且 了 (zo) 二 0, 则 f(z) 在 xo 处 取得 极 大 值 ; 

了 [为 偶数 且 了 (ro) 记 0, 则 了 (xz) 在 zo 处 取得 极 小 值 ; 

于 为 偶数 旦 f(xo)==0, 无 法 判断 ; 

Wn 为 奇数 时 ,了 f(z) 在 xo 处 无 极 值 . 

@ 最 值 

若 f(x) 为 定义 在 La,b] 上 的 连续 函数 , 则 在 La.5j 函 数值 最 大 的 为 最 大 值 ,最 小 的 为 最 
小 值 . 这 时 , 求 最 值 的 求法 步骤 为 : 

I 求 产 (z), 求 出 驻 点 和 使 了 (x) 不 存在 的 点 ; 

I 计算 出 (I 了) 中 所 得 到 的 各 点 的 函数 值 及 f(a) ,了 (5); 

于 比较 以 上 各 函数 值 的 大 小 ,最 大 者 为 最 大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 . 

车 f(x) 为 定义 在 [a,b] 上 有 唯一 的 极 值 点 , 则 这 个 极 值 点 为 最 值 点 . 
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应 用 问题 的 最 值 ; 

I 建立 目标 函数 (根据 实际 问题 ) ; 
I 求 目标 函数 的 最 值 . 

(3) 函数 的 止 凸 和 拐点 


@ 函数 的 凹凸 定义 , 设 Yu, zs E11, 恒 有 了 (232)> LT /ee) 


(< fz) 在 1 上 是 上 凸 的 (下 凸 ). 


@ 凹凸 性 的 判断 : 设 YrET, 车 六 (x) 二 0( 或 挛 (z) 记 0), 则 (xz) 在 TIT 上 是 上 凸 的 
cy 

@ 拐点 : 函数 f(z) 的 图 形 上 上 西 弧 和 下 凸 弧 的 分 界 点 称 为 图 形 的 拐点 . 

@ 拐点 的 求法 : 若 在 ze 处 了 (zo) 二 0( 或 产 (xo) 不 存在 ), 当 x 变动 经 过 xo 时 ,了 (x) 
变 号 , 则 (zo ,f(zo)) 为 拐点 ;否则 不 是 拐点 . 

(4) 渐 近 线 

@ 水 平 渐 近 线 : 若 lim f(x)=b 或 lim f(x) 二 5, 则 称 y 王 5b 为 曲线 y= 二 f(z) 的 水 平 渐 
近 线 . 

@) 铅 直 渐 近 线 : 若 lim f(z) 二 oo 或 lim f(x) 三 , 则 称 ZX 二 xo 为 曲线 y= 二 f(x) 的 铅 直 


渐 近 线 . 

@ 斜 渐 近 线 : 若 a lm limLf (xz) az], 则 称 y= 二 ax 十 b 为 曲线 y= 二 f(z) 的 
和 斜 渐 近 线 . 

(5) 边际 与 弹性 

中 边际 


设 函 数 y 二 f(x) 可 导 , 称 导数 (x) 为 f(x) 的 边际 函数 ,了 (x) 在 xo 处 的 函数 值 f(xo) 
为 f(x) 在 xo 处 的 边际 函数 值 , 即 当 z=zo 时 , 若 xz 改变 一 个 单位 , 则 y 改变 了 (zxo) 个 单位 . 

在 经 济 学 中 ,边际 成 本 定义 为 产量 增加 一 个 单位 时 所 增加 的 总 成 本 ,边际 收益 定义 为 多 
销售 一 个 单位 产品 时 增加 的 销售 总 收入 ,等 等 . 

C(x) 表 示 产 量 为 x 单位 时 的 总 成 本 ,R(x) 表 示 销 售 xz 单位 产品 时 的 总 收益 ,C' (zx) 和 
R'(x) 表 示 边 际 成 本 和 边际 收益 , 则 

总 利润 函数 L(x) 二 R(x) 一 C(x) ,边际 利润 L(x)==R'(x) 一 C' (xz). 

@ 弹性 

弹性 用 于 定量 描述 一 个 经 济 变量 对 另 一 个 经 济 变量 变化 的 反应 程度 , 即 当 一 个 经 济 变 
量变 动 百 分 之 一 时 另 一 个 经 济 变 量变 动 百 分 之 几 . 设 x 和 y 是 两 个 变量 ,y 对 x 的 弹性 记 为 


诺 当 y=y(2) 可 导 时 ,其 计算 公式 为 == 革 外 
设 某 商品 的 需求 量 为 Q, 价 格 为 了 ,需求 函数 Q 一 QCP) 可 导 , 则 该 商品 需求 对 价格 的 弹 
性 (需求 弹性 ) 为 B= 右 " 各 .由 于 需求 函数 Q=Q(CP) 一 般 是 单调 减少 的 ,因而 需求 对 价格 


的 弹性 常 为 负 值 . 
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收益 对 价格 的 弹性 为 部 一 囊 * 吕 .因为 R 一 PQ, 于 是 有 


ER_1 dPQe 1 dQ EQ 
EP Q ”dP (QtP 鸳 ) Tp 
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1. 中 值 定理 


题 型 3-1 和 欲 证 结论 ; 在 (a, 思 内 至 少 存在 一 点 上 使 六” (5) 三 0 的 命题 的 证 明 

【 解 题 思 路 】 此 类 型 的 命题 证 法 有 三 种 思路 : 

(1) 验证 Fo (xz) 在 [a,bj 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 由 该 定理 证 得 . 

(2) 验证 为 1”? (xz) 的 最 值 或 极 值 点 ,用 费 尔 马 定理 证 明 . 

(3) 条 件 涉及 某 一 点 的 高 阶 导 数 都 存在 时 ,也 可 用 泰勒 公式 ;在 使 用 泰勒 公式 之 后 可 能 
需要 用 介 值 定理 . 

例 3.1 设 f(zx) 在 [1,2] 上 具有 二 阶 导 数 了 (x), 且 f(2)==f(1)==0. 如 果 F(x)= 
(x 一 1)f(x) ,证明 ; 至 少 存在 一 点 &€E (1,2), 使 Fr(&)=0. 

证 明 ”由 已 知 F(zx) 在 [1,2] 上 连续 ,在 (1,2) 内 可 导 ,F(1) 二 F(2) 二 0, 所 以 F(z) 满足 罗 尔 
定理 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 a€ (1,2) ,使 得 已 (oa) 一 0. 因为 已 (z) 一 xz) 十 (z 一 1) PCz), 则 由 
题 设 知 F (x) 在 [1,a] 上 连续 ,在 (1,4) 内 可 导 , 且 (1)==f(1)==0==F (a), 故 F(x) 在 [1,a] 上 
满足 罗 尔 定理 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 sE (1,a)C(1,2), 使 FF( 和 j=0. 

例 3.2 设 f(zx) 在 [a,65] 上 连续 ,在 (a,5) 内 二 阶 可 导 . 连接 点 A(a,f 了 f(a)) 与 点 
B(b,f(65)) 的 直线 段 交 曲线 f(x) 于 Cle, 了 (0)) 处 ,此 处 4 二 c=b. 证 明 : 在 (a,b) 内 至 少 存 在 
一 点 使 了 (和)==0. 

证 明 f(x) 在 [a,cj,[c,6] 上 满足 拉 格 郎 日 中 值 定理 ,因此 ,至 少 分 别 存在 一 点 & € (a,c)， 


6E Les) 使 得 78) 一 于 二 全 ， ?二 人 全 ,由 a,bwc 三 点 位 于 同一 直线 上 ， 


因此 广 (5 )= 广 (2) ,不 妨 设 5 一 2 ,在 [5 ,2] 上 , 广 (z) 满 足 罗 尔 定理 条 件 , 故 至 少 存在 一 点 
&€ (外 , 色 )C(a,b), 使 得 了 (8&)=0. 
例 3.3 设 函 数 f(x) 在 [0,3] 上 连续 ,在 (0,3) 内 可 导 . 又 f(0) 十 f(1) 十 f(2)=3， 
f(3) 二 1, 证 明 存在 一 点 sE (0,3) ,使 得 f'(&) 二 0. 
证 明 有 题 设 可 知 ,函数 f(z) 在 [0,2] 上 连续 ,所 以 m 三 f(x) 三 M, 其 中 mm,M 分 别 为 
了 f(z) 在 [0,2] 的 最 小 值 和 最 大 值 ,于 是 
mf(l)<M, mf(2)<M, m0)RM, 


f (&)= fo 


3m 志 了 fO+fD+fD ZIM Mn 二 人 <M. 


由 介 值 定理 ,存在 点 mE [0,2], 使 得 /= 1. f(3)==1, 可 知 f(x) 


在 [7,3] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 存在 一 点 sE (7,3)C(0,3) ,使 得 了 (8) 二 0. 
例 3.4 设 函 数 FCz) 在 区 间 (c,p) 上 连续 可 导 ,rE(a:,p), hi 二 0(G 一 1,2,…,72), 且 
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3 i 三 1, 证明: 存在 &€ (a,0), 使 得 Dn) = 
1 一 1 ii 一 1 


证 明 不 妨 设 习 委 六 入 … 和 及 zi 有 苦 习 一 心 , 则 取 和 阅 ， > jzi) 一 万 (6) 显 
i=1 
然 成 立 . 
若 x1 二 x, ,再 设 
Fr) = min(tf (jsf Cea) F(R (0) = miax{f (Co) fF (va) yf Co), 
则 有 


f(x)D= fx) DN = DN CD) < DN x) 
i=1 i=l1 i=l 
用 > NF) = fr) N= f(z,), 
i=1 i=1 
即 了 (x0) 过 Nf (Gz) 过 了 (zx,). 又 因为 六 (x) 在 区 间 (a,5) 上 连续 ,因而 也 在 (x1,zx,) 上 
i=1 


连续 ,由 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 sE (zi ,zx,)Cla,b) ,使 得 f'(&) = 3 4f'(zxi). 本 题 去 
掉 导 函数 的 连续 性 结论 也 成 立 . 加 
例 3.5 已 知 函数 7(z) 具 有 二 阶 导数 , 且 lim 帮 于 一 0,7(1) 一 0， 证 明 : 存在 一 点 &€ 
(0,1) 使 7(&)==0. 
证 明 由 lim 


二 本人 下 十 交 二 二 丰 而 二 旦 和 0 二 交 册 疝 证 生 克 
zoE(0,1) 使 f(xo)=0. 

函数 f(x) 在 [0,xo] 上 连续 ,在 (0,zxo) 内 可 导 , 且 1 (0) 二 (xo) 二 0, 由 罗 尔 定理 ,至 少 
存在 sE (0,zo)C(0,1) 使 天 (6) 一 0. 

例 3.6 设 函 数 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,0) 内 二 阶 可 导 , 且 Fa)=FO) ,Ca) 产 (0 过 
0, 试 证 : 在 (a,0) 内 至 少 存在 一 点 .使 了 7(&)==0. 


证 明 因为 谨 (4a)f“ (9) 这 0, 所 以 ,可 设 f(a) 记 0,f (0)>>0. 由 于 lim 


A 


0, 得 f(0)=0,f (0)=0. 


f(D)—fla) 
淘 


a 
内 (qa) 之 0;, 所 以 ， 总 存在 c(a<c< 叶 <)， 使 二 人 >0. 又 Im AD 一 Ho- ff (>0, 


TX—b 
所 以 ,总 存在 de 


Lat, 

由 f(x) 在 [a,5] 上 连续 知 ，f (zx) 在 [c,d] 上 也 连续 , 由 介 值 定理 知 总 存在 
zoELcydjCLas6bj 使 f(xo)==f(a)==f(B). 将 f(z) 分 别 在 [a,xoj]、Lzxo,6] 上 用 罗 尔 定理 得 : 
总 存在 ziE(a,zo),zzE(zo'b) ,使 广 (z) 王 0, 广 (z) 一 0, 在 Lzi,zs] 上 再 用 罗 尔 定理 得 ; 
总 存在 &€ (zzz)C(a,0) ,使 六 (5) 一 0. 

题 型 3-2 ”和 欲 证 结论 ; 在 (a.b) 内 至 少 存在 一 点 使 f'"”(&)==k 的 命题 的 证 明 

【 解 题 思路 】 (1) 作 辅 助 函 数 F(x); 


<d< 外 ， 使 玫 2 二 大 六 >0， 即 Fo>Fao)=FO) 之 Cd), 且 [c,d]C 
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(2) 验证 F(x) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ,由 该 定理 结论 证 得 . 

构造 辅助 函数 F(x) 的 方法 : (1) 原 函数 法 ; (2) 常 数 & 值 法 . 

1) 原 函 数 方法 

具体 步骤 : (1) 将 和 欲 证 结论 中 的 改写 成 zx; 

(2) 将 式 子 写成 容易 去 掉 一 次 导数 符号 的 形式 ( 即 容易 积分 的 形式 ); 

(3) 去 掉 一 次 导数 符号 ( 即 积分 一 次 ) , 移 项 ,使 等 式 一 端 为 “0”, 另 一 端 即 为 新 作 的 辅助 
函数 F(x) (为 简便 ,积分 常数 取 为 0). 

例如 ,证 明 存在 sE (wa ,0) ,使 得 cf (6) 二 dg’(&) ,其 中 cd 为 常数 . 

因为 c 广 (9) 一 dg' (9 全 [cfCz)] |, ,= 一 [dg(z)] SLf 0 dg] | =0， 
所 以 可 构造 辅助 函数 F(x) 二 cf (zx) 一 dg(x). 

有 的 时 候 需 要 把 待 证 等 式 进行 变形 , 求 辅助 函数 F(x). 

例 3.7 设 函 数 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , f(a) 二 0(a 记 0). 证 明 ; 在 (a,0b) 
内 至 少 存在 一 点 & 使 / (6) 一 /C8). 


【分 析 】 将 欲 证 结论 中 的 改写 成 x, 则 
b 


PE 


f(a) bx, (2) a 
f(x) a f(x) 0 一 
= [一 aln(0 一 z)] 一 InF(z) aln(0 一 Z) 十 C (6—zx)f(rz)=C. 


证 明 ”做 辅助 函数 F(z) 二 (0 一 zx)?*f(z), 则 F(z) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 
F(a) 一 F(O) 一 0. 由 罗 尔 定理 ,在 (ae,0) 内 至 少 存在 一 点 和 使 下 (5 一 0, 即 wa (6 一 "1 了 (8)++ 


7 (6)， 


(6) 一 p21) f(z)> 


=>[lnf(zx)] 


6— 


(5 一 和 *f'(&) 二 0, 约 去 (6 一 人 6)! 得 af (8 十 (6 一 和 (8)=0, 即 f(8&) 


a 


例 3.8 设 函数 /(z) 在 [0, 立 ] 上 二 阶 可 导 , 且 7(0)=7(o),y[ 坪 }=0. 试 证 ， 至 少 存 


在 一 点 6E (o. 二 ,使得 /0-3 
【分 析 】 欲 证 结论 可 写 为 (9(1 一 2 一 2 了 (和 9 二 了 (8). 
令 二 zx, 则 上 式 为 
(xz)(1 一 2z) 一 2 六 (xz) = f(x), 即 LFCz)(GL 一 2z)] = f(z). 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推论 得 广 (z)(1 一 2z)= F(z) 十 C. 令 C=0, 并 移 项 得 
(CCz)(1 一 2z) 一 FCz) 一 0. 
则 令 辅 助 函数 F(z) 二 f(x) (1 一 27) 一 f(z). 


证 明 ”做 辅助 函数 F(z) 二 了 (zx) (1 一 2x) 一 f(z), 显然 (zx) 在 [0. 去 ] 上 连续 ,在 
1 
( 0. 去] 内 可 导 , 且 


F(0) = f (0)(1—0)—/£(0) = 0， (去 ) 7(#)( 2 . 却 】 /7 全] 人 


FCz) 在 [0, 去 ] 上 请 足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 4 [ 0, 去 ,使 已 (6 一 9, 好 
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大 (6)(1 一 26) 一 3 六 (5 一 0, 亦 即 六 (6) 一 

2) 常数 大 值 法 

此 方法 适用 于 常数 部 分 可 被 分 离 出 来 的 命题 . 构造 辅助 函数 的 步骤 如 下 : 

(1) 令 常 数 部 分 为 久 . 

(2) 做 恒 等 变 形 , 使 上 式 一 端 为 a 及 f(a) 构 成 的 代数 式 , 另 一 端 为 6 及 大 Co) 构成 的 代 
数 式 . 

(3) 分 析 关 于 端点 的 表达 式 是 否 为 对 称 式 或 轮换 对 称 式 . 若是 ,只 要 把 a( 或 5) 改 成 x， 
相应 的 函数 值 f(a) (或 (65)) 改 成 f(x), 则 代 换 变量 后 的 表达 式 就 是 所 求 的 辅助 函数 
F(z). 

例 3.9 设 函 数 f(x) 在 [a,6bj] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 . 证 明 : 在 (a,6) 内 至 少 存 在 一 点 


6 使 6) pc) +ef (8). 


3f (8) 
V2” 


【分 析 】 信人 k 过 bf(0) 一 kb 二 af(a) 一 ka 为 轮换 对 称 式 . 


证 明 令 F(zx)=zxf(zx) 一 krt=zxf (zx) 2 则 


bf (0) 一 af 


b—a 
所 以 F(x) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 ,在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 使 F'(&) 二 0, 即 
bf WD) af (a) - peg) sf’ 8). 


0 一 & 
题 型 3-3 证 明 存在 上 E (a,b), 使 得 f (6)g(&) 十 f(&)g CE) 一 0 
【 解 题 思路 】 利用 导数 公式 了 六 (x)g(z) 十 f(z)g (7) 二 [f(x)g(x)], 找 出 辅助 函数 
F(x)=f(zx)g(z). 
例 3.10 设 函 数 f(z),g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a.6) 内 可 导 , 且 g'(x) 关 0, 证 明 存 在 一 


je) = Fay FE 
点 {43 (a,) ,使 得 0 外 二 ge) (EY 


证 明 将 待 证 结论 改写 为 f( 人 jg (各 十 了 (全 g( 自 一 f(a)g (5 一 5CO) 广 (一 0, 即 
[LFGz)g(Cz)]/ | 一 LFGa)gCzr) 十 g(CO)FCz)] | 一 0， 


af CD) + HD = af C0), 


F(b)— F(a) = bf (6) 一 0， 


b—a 


{[f Cz)g Cz)]—[f (gr) +e | 
邻 F(z)==[f(xz)g(z)j 一 [f(a)g(z) 十 g(6)f(z)j, 则 F(x) 在 La,6] 上 连续 ,在 (a,65b) 内 可 
导 , 且 F(a) 二 一 f(a)g(b) 二 F(5), 由 罗 尔 定理 ,存在 一 点 sE (a,6) ,使 得 F (6 一 0, 即 


fHO— f(a) _ fF 
g(bD)—g(€) gg (8). 


题 型 3-4 证 明 存在 上 E (a,b), 使 得 广 (E)g(E) 一 FE)8 CE) 一 0 


一 0. 


0 PD EY 
z=€ SCZ) 


[ 解 题 思路 】 常 将 等 式 化 为 了 (6)8( 旨 一 76)8 (9) Fa 
sa g (© [ g(x) 


特别 地 , 当 g( 旨 一时 ,8 (6 一 1, 可 令 F(x) 一 人 如. 


zr 
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注 凡 遇 到 含 导 数 的 两 个 函数 乘积 只 差 时 ,常用 上 述 求 导 公 式 找 出 辅助 函数 . 

例 3.11 设 函 数 f(x) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 可 导 , 且 f(2) 二 5f(0), 证 明 存 在 &€ 
(0,2) 使 得 (1 十 名 ) 了 (6) 二 2&f (9. 

证 明 ” 待 证 等 式 可 写 为 (1 十 x?) 了 (x) 一 2xf(x) 二 0, 即 (二 x3) 了 (x) 一 (1 十 x?)'f(x) 二 0， 
亦 即 + 并 A Ae )'f (x) 


0 


令 F(z)=7 一 j , 则 F(z) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 可 导 , 且 


F(0)= f(0), F(2) = 


FE > 
i = f(0). 


由 罗 尔 定理 ,存在 一 点 &E (0,2) ,使 得 F(&) 二 0, 即 有 
(1+8)fF (0) —28f(8) _ 加 
(1 十 音 )? 
题 型 3-5 证 明 存在 5E (Ca.D) ,使 得 六 5) 十 8 CE)7CE) 一 0 
【 解 题 思路 】 可 构造 辅助 函数 F(z) 二 f(z)es” ,利用 罗 尔 定理 证 明 . 
例 3.12 设 函 数 f(x) 在 [一 a,a] 上 连续 ,在 (一 a,a) 内 可 导 , 且 f( 一 a) 二 f(a),a 记 0. 证 
明 存在 $E (一 a,a) 使 得 证 明 存在 广 (6) 一 28 丰 (5). 
证 明 待 证 结论 改写 为 [f(x) 一 2xf(x)]|,_,=0. 
令 F(z)=f(z)e-”, 则 F(z) 在 [一 a,a] 上 连续 ,在 (一 a,a) 内 可 导 , 且 
F(—a)= f(aWe = f(a)e = F(a). 
由 罗 尔 定理 ,存在 一 点 &€E (一 a,a) ,使 得 F' (5 一 0. 即 有 
f (Oe 一 26ee 7CG) =0 故 f(€) = 2&f(8). 
例 3.13 设 奇 函数 f(z) 在 [一 1.1] 上 具有 二 阶 导数 , 且 f(1) 王 1, 证明: 
(1) 存在 &€E (0,1) ,使 得 f(&)=1; 
(2) 存在 7E (一 1,1) ,使 得 六 (十 f(D)=1. 
证 明 (1) 由 于 f(x) 为 奇 函 数 , 则 f(0) 二 0. 由 于 f(z) 在 [一 1,1J 上 具有 二 阶 导 数 , 由 


拉 格 朗 日 定理 ,存在 sE (0,1), 使 得 /9= 人 Df 人 =1. 


(2) 由 于 f(x) 为 奇 函 数 , 则 f(x) 为 偶 函数 ,由 (1) 可 知 存 在 SE (0,1) ,使 得 广 (5 一 1， 
且 f(-0=1. 

令 g(x) 二 (了 (x) 一 1), 由 条 件 显然 可 知 g(x) 在 [一 4. 钉 上 连续 ,在 (一 &, 和 内 可 导 , 且 
8( 一 外 一 p( 匀 一 0, 由 罗 尔 定理 可 知 ,存在 7E (一 ,CC 一 1,1), 使 得 gq (7 一 0, 即 产 (7) 十 
f (nD=1. 

题 型 3-6 证明 存在 EE€ (a,b) ,使 得 nf(&) 十 Ef (&)==0.n 为 正 整 数 

【 解 题 思路 】 可 构造 辅助 函数 F(x) 二 xz"f(x) ,利用 罗 尔 定理 证 明 . 

例 3.14 设 函 数 f(z) 在 [0,a] 上 连续 ,在 (0,a) 内 可 导 , 且 f(a) 二 0,a 记 0, 证 明 存在 t€ 
(0,a) 使 得 nf( 引 十 &f'(&) 二 0(n 为 正 整数 ). 

证 明 令 F(z)==x"f(x). 则 F(z) 在 [0,a] 上 连续 ,在 (0,a) 内 可 导 , 晶 F(0)= 二 F(a)== 
0. 由 罗 尔 定理 ,存在 一 点 &E (一 a,a) ,使 得 F' (5 王 0, 即 有 


即 ( 避 十 名 )f 了 (8) = 2&f (8). 
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IEr 1FCE) 十 名 FS) 一 0， 故 zr(9 十 引 (9 = 0. 


i 了 CE) CE) 
题 型 3-7 证 明 存 在 &€ (a,b) ,使 得 6( 台 = 


【 解 题 思路 】 由 [99 得 (9g ( 自 一 (6)g(&) 一 0, 可 构造 辅助 函数 F(x) 一 


f(r)g (zx) 一 f(x)g(x), 利 用 罗 尔 定理 证 明 . 

例 3.15 设 函 数 f(r),g(x) 在 [a,b] 上 二 阶 可 导 ,g’ (x) 了 0, 且 f(a)==f(6)==g(a)= 
g(05) 二 0, 证 明 : 

(1) 在 (a,0) 内 g(x) 才 0; 


址 1( __f(8) 
(2) 存在 6E (qa,b) ,使 得 5 wie): 


证 明 (1) 反 证 法 假设 存在 cE (a,6b), 使 得 g(c) 二 0, 对 g(x) 在 [a,cj 和 [c,65]J 上 应 用 
罗 尔 定理 ,存在 和 Ela,c) ,名 E l(c,0) ,使 得 8 (所 ) 二 0,g'( 色 ) 二 0. 对 g(x) 在 [ ,名 ] 上 应 用 
罗 尔 定理 ,存在 名 EE (& , 色 ) ,使 得 好 (各 ) 一 0. 这 与 条 件 允 (z) 天 0 矛盾 , 故 在 (ea 六 内 g(x) 冯 0. 

(2) 做 辅助 函数 F(z) 二 f(r)g (zr) 一 f(z)g(z), 则 F(z) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a.6) 内 可 
导 , 且 Fo) 一 F() 一 0, 由 罗 尔 定理 ,存在 sE (a,6) ,使 得 F (6) 一 0, 即 


yl Pe A FO 
fH (Of (G8 一 0， 故 8) 一 et 


题 型 3-8 ”和 欲 证 结论 : 在 (a.b) 内 存在 .7] 且 & 考 7] 满足 某 种 关系 式 的 命题 的 证 明 

【 解 题 思路 】 两 次 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 或 两 次 使 用 柯 西 中 值 定理 ,或 一 次 拉 格 朗 日 
中 值 定理 ,一 次 柯 西 中 值 定理 ,然后 再 做 某 种 运算 ,证 明 中 的 辅助 函数 的 做 法 不 同 于 题 型 
3-5, 而 是 利用 分 离 变 量 法 ,使 等 式 一 端 只 含 & 的 代数 式 , 另 一 端 只 含 了 的 代数 式 , 结 合 原 函 
数 法 稍 加 分 析 &,w 的 代数 式 , 即 可 看 出 该 做 什么 样 的 辅助 函数 . 

例 3.16 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 f(a) 二 (6) 二 1, 证 明 存 在 &， 
7E (la,b), 使 得 er f(D 二 f(D)]=1. 

【分 析 】 er [f(D 十 f(D]=1>e@[f(D+f (7D]=e 坟 [ef (zx)]-,=et. 

证 明 (1) 令 F(zx)==@f (zx), 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 mE (a,6) ,使 得 F' (7) 二 
三 (CO 一 下 Ce) , 即 er[f0D1 PDI De (a) ee peay== (y=, 


be—a = b—a 
(2) 令 p(xz) 二 @ ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 &E (a,6) ,使 得 
2CO) 一 PCa) el 一 ee _ ee 
b—a b—a’ es 条 一 在 
综合 (1)(2) 可 得 @?[f (十 (WD)]==e, 即 er [f(D 二 + 了 (WD)]=1. 
例 3.17 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [0.,1] 上 连续 ,在 开 区 间 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0)==0， 
f(1) 二 1. 试 证 明 : 对 于 任意 给 定 的 正 数 a 和 0, 在 开 区 间 (0,1) 内 存在 不 同 的 和 7 ,使 得 
a pb 
fF FO 
证 明 取 数 jE (0,1), 由 连续 函数 介 值 定理 知 ,存在 CE (0,1) ,使 得 f(C) 二 yx. 在 区 间 
[0,CJ 与 [C,1J 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


1® = LH E, 0 二 一人 C， 


9 (6) 


学 一 4 十 0. 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


DD=fC) = 


ee 
显然 6 浓 六 由 于 ApE (0,1) ,所 以 pr 天 0,1 一 pr 天 0, 即 万 ( 约 天 0, 疡 ( 力 天 0. 从 而 
4_ 十 b 全 b aC(l—W)+o1 C0 _ WiC a) 
ff FO pp 1l-p x(1—p) pl1—p) . 
C 1-—C 


注意 到 ,车 取 y 一 所, 则 1 一 5" 并且 jp,1 wpE (0,1) ,代入 上 式 得 


ab 

b at+b 
(7 a .bb 
站 于 友 让 守 4 


a 
7 SE Q 十 0. 


2. 不 等 式 的 证 明 
题 型 3-9 用 中 值 定理 证 明 不 等 式 
【 解 题 思路 】 该 法 适用 于 经 过 简单 变形 ,不等式 的 一 端 可 写成 女 包 二 太 e 或 


四 一 人 4) ,或 欲 证 命题 是 区 间 内 “至 少 "一 点 使 命题 成 立 ， 


g(b)—g(a) 

步骤 ; (1) 在 [a,b] 上 由 题 意 做 函数 f(1) ,g (7); 

(2) 写 出 微分 中 值 公式 名 二 全 /9 或 [p= Lt, 

(3) 根据 需要 对 (8) ,g'(&) 进 行 放 缩 . 

例 3.18 设 不 恒 为 常数 的 函数 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,0) 内 可 导 , f(a)= 二 100) ,证 
明 存在 sE (a,6) ,使 得 广 (5) 二 0. 

证 明 因为 f(a) 二 (5) 且 f(x) 不 恒 为 常数 的 函数 ,所 以 至 少 存在 一 点 cE (a,b) ,使 得 
f(z#Ff(a)=f 6). 

(1) 若 fc 二 Fa)= 帮 0O) ,显然 f(z) 在 [a,cJ 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 , 则 至 少 存在 


一 个 &€E(c,0)C[a,b], 使 得 GE 
(2) 车 f(O) 达 f(a) 二 (0) ,显然 f(x) 在 Lc,65]J 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 , 则 至 少 存在 
一 个 &€ (c,6)C[a,0]], 使 得 = 二 大 >0. 


例 3.19 证 明 : 当 0 一 ae 一 0 一 x 时 .psin0 十 2cosp 十 xb 二 asin& 十 2cosa 十 ra. 
证 明 令 FCz)=zsinz 十 2cosz 十 xz。 当 0 二 a 二 6 二 x 时 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 
F(b)— F(a) = bsinb+ 2cosbi+ nab— (asinat 2cosat ra) = F’ (6) (0—a). 
而 FF (9 一 6cos6 一 sin6x>>0, 则 已 (9(0 一 a) 二 0, 从 而 有 
psinp 十 2cos 十 xb 一 (asina 十 2cosae 十 re) 之 0， 即 
bsinb 十 2cosp 十 rp > asina 十 2cosa 十 ra. 
例 3.20 已 知 函数 fCz) 在 区 间 [a, 十 cc=) 上 具有 2 阶 导数 , 太 (ao) 一 0, 广 (z) 之 0,7Cz) 二 0. 
设 5>a, 曲 线 y 二 f(x) 在 点 (5,f(5)) 处 的 切线 与 zx 轴 的 交点 是 (xo,0) ,证 明 <zo 到 0. 
证 明 ”根据 题 意 得 点 (0,f(5)) 处 的 切线 方程 为 y 一 f(5) 二 f(b) (zx 一). 
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大 CO) 


Re i i 
令 y 一 0, 得 zo 一 0 Fy 


因为 广 (z) 二 0, 所 以 f(x) 单 调 递 增 . 又 因为 f(a) 二 0, 所 以 


CO 
f 00) 


(0) 之 0. 又 因为 (6) 之 0, 所 以 xo 二 6 一 <b. 


又 因为 zo ab ,而 在 区 间 (a,6) 中 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 
f(0) 一 Fa) 


b—a 


= ff(8, §€€ (a,b), 
f 6) __f0) ff0) “(DD—f Ce) 
ff) fFE) fF 0) ADF (EY 

因为 挛 (z) 记 0, 所 以 (x) 单调 递增 ,所 以 了 (5) 二 了 ( 自 , 故 xzo 一 4a 记 0, 即 zo 之 a, 所 以 
a 过 xo 二 b ,结论 得 证 . 

题 型 3-10 ”用 单调 性 证 明 不 等 式 

【 解 题 思路 】 该 方法 适用 于 某 区 间 上 成 立 的 不 等 式 , 对 于 数值 不 等 式 通 常 是 通过 辅助 
函数 完成 的 . 

步骤 : 

(1) 移 项 (有 时 需要 做 简单 的 恒 等 变 形 ) ,使 不 等 式 一 端 为 0, 另 一 端 即 为 所 做 的 辅助 
函数 ; 

(2) 求 (xz) 并 验证 f(x) 在 指定 区 间 的 增 减 性 ; 

(3) 求 出 区 间 端 点 的 函数 值 (或 极 值 ) , 作 比 较 即 得 所 证 . 

例 3.21 证 明 : (1) 1 十 zln (z+ VITz)>Vitx’,x€E(—%,+o%); 

2 
证 明 (1) 设 f(zx)=1 二 zln (x 十 Vi 和 zx) 一 Vi 二 x7, 则 


所 以 xo 一 a==b 一 a fo 


(2) ln(1 十 z) 委 > 


"3 
上 (zx>—1); (3) er 二 1 十 z. 


1 十 一 于 一 
i Vl+x? 证 
(zx)=1 1 二 好) 十 ln (z+ Vix’). 
Fe n (z+ Vi+x)+z LIE 有 n (zx x) 
令 了 (x) 二 0, 得 到 驻 点 z=0. 由 产 (x) 二 一 片 一 >>0, 可 知 x=0 为 极 小 值 点 , 亦 即 


Vl+x’ 
最 小 值 点 ,最 小 值 为 1(0)==0, 于 是 对 任意 xE (一 c ,十 cc) 有 f(x) 宇 0, 即 所 证 不 等 式 
成 立 . 


(2) 投了 C2) 二 nC1 丰 zy 一 gz 站 二 


令 了 (zr)=0, 得 z=0 及 f(0)=0. 

当 一 1<z<0 时 , 广 (z)>0,F(z) 在 (一 1,0] 上 单调 增加 . 当 z>>0 时 ,了 (zx) 二 0,f(z) 在 
[0, 十 cc) 上 单调 减少 . 故 f(z) 在 z=0 处 取得 极 大 值 f(0) 王 0, 因 为 唯一 ,所 以 也 是 最 大 值 . 
所 以 ,对 于 任意 x 这 一 1 有 f(x) 二 0, 即 


3 
zx 


lL 
TI 二 二 0. 


lz 


2 3 测 了 (2) 主 非 未 一 过 


f(x)= lnG1 十 z) 一 十 主攻 一 可 委 0， 故 ln(1 十 z) 去 z 一 去 十 寺 忆 . 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 0 


(3) 设 工 之 0; 试 证 外 这 1 十 

证 法 一 ”用 中 值 定理 

设 f(D)=e 一 1 一 t, 则 @f(7) 在 [x,0] 上 连续 ; @f() 在 (zx,0) 内 可 导 , 且 f (1)==e 一 1， 
则 存在 sE (x,0) ,使 AGE 

因为 &<0, 故 0 二 ee 过 1. 又 因为 x 过 0, 故 x(e 一 1) 这 0, 从 而 @ 一 1 一 x 这 0, 即 @ 交 1 二 x. 

证 法 二 用 函数 的 单调 性 

设 f(z)=@ 一 1 一 x; 则 了 (zx)==e 一 1, 因 为 xz<0, 故 一 1<0, 即 (x) 二 0, 从 而 当 
Z<0 时 f(x) 是 单调 减少 的 . 又 lim f(x)= lim (e* 一 1 一 z+) 二 0, 所 以 当 X=0 时 ,有 f(x) 二 


0 0 


; 即 x(e—1)=e—1—z. 


f(0)=0, 即 @ 一 1 一 x 之 0, 故 @ 之 1 十 zxz. 
例 3.22 设 e=<a<=4b=e，, 证 明 ln20 一 na>> 生 (0 一 0)， 


【分 析 】 根据 要 证 不 等 式 的 形式 ,可 考虑 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 或 转化 为 函数 不 等 式 用 
单调 性 证 明 . 
证 明 证 法 一 ”对 函数 ln?x 在 [a,5b] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 


ln20 一 ln2a = 2 一)， 和 


二 


设 g(DO= 型 ， 则 yg (0) 一 . 当 上 >e 时 ,w (0D) 过 0, 所 以 gC) 单调 减少 ,从 而 p(6 二 p(ez )， 


即 P6> Ine 一 和 2, 故 In2b 一 na 之 和 (6 一 a). 
é§ e e e 
本 题 也 可 设 辅助 函数 为 9 (7) = Ina (a), ar<e 或 pCz) 一 ln20 一 


In?z 一 言 (6 一 z) ,e 二 z+ 三 5b 二 e ,再 用 单调 性 进行 证 明 即 可 . 


证 法 二 设 w(Co) 一 Inz 一 各 z, 则 yp (x) 2 2 一 和 f(z)=2 一 所 以 , 当 z>e 


时 ,G(xz) 达 0, 故 yg (xz) 单调 减少 ,从 而 当 e 二 x 二 e 时 ， 
yx) > Ye) = 二 一 入 = 0， 


即 当 e<z<e: 时 ,p(x) 单 调 增加 .因此 当 e<a<6b<e 时 ,p(O) 之 p(Ca) , 即 


ln:b $b>In’a 入 a, 故 In?b In?a> 访 (6 a). 


例 3.23 证 明 : 当 z>0 时 ,(1 十 z)ln2(1 十 z)<z2. 


证 明 只 需 证 于 >ImG1+z) 令 AD 下 二 一 n+z)(z>>0), 则 7z) 在 
[0o, 十 co) 上 可 导 , 且 当 z>0 时 
T= 


T 
pA 1 iS/TES _ C/EFa 1 
1 十 工 下 六 SD 2 (1 十 xz) 


所 以 f(x) 在 [0, 十 co) 上 单调 增加 ; 当 zxz>0 时 ,f(x) 这 f(0)=0. 


f(x) 二 0， 
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例 3.24 证 明 : 当 0<=<a<6b<x 时 ,bsinb 十 2cosb 十 nb 之 asina 十 2cosa 十 xa. 

【分 析 】 本 题 与 例 3. 19 是 同一 题目 ,这 里 利用 “参数 变易 法 ”构造 辅助 函数 ,再 利用 函 
数 的 单调 性 证 明 . 

证 明 令 f(x) 二 xsinzx 十 2cosr 十 XX 一 asina 一 2cosa 一 xa,0 达 a 寺 x 志 0 二 x, 则 

(z) 一 sinz 十 zcosz 一 2sinz 十 r 一 zcosz 一 sinz 十 r, 且 f (x)=0. 

又 f(r)=cosr—rsinr—cosr zsinz<0,(0<z<xr 时 ,sinz 二 0), 故 当 0 二 ao 委 z 委 
b 二 x 时 ,了 (x) 单调 减少 , 即 PCz) 二 六 (rm 王 0, 则 f(x) 单调 增加 ,于 是 F(O) 二 ra) 一 0, 即 
bsinb2cosbi+ nb>asinat2cosat xa. 

题 型 3-11 用 泰勒 公式 证 明 不 等 式 

【 解 题 思路 】 该 法 适用 于 题 设 中 函数 f(x) 具有 二 阶 和 二 阶 以 上 可 导 , 且 最 高 阶 导 数 的 
大 小 或 上 下 界 可 知 的 命题 . 

步 又: (1) 写 出 比 最 高 阶 导数 低 一 阶 的 函数 的 泰勒 展开 ，; 

(2) 恰当 选择 等 式 两 边 的 或 x。; 

(3) 根据 所 给 的 最 高 阶 导数 的 大 小 或 界 对 展开 式 进行 放 缩 . 

例 3.25 设 lim 帮 于 一 1 且 jCz)>>0, 证 明 f(z)>x. 


2 f(r)— (0) 


证 明 由 lim 一 一 二 1 可 知 ,f(0)=0, 了 (0) lim 二 鸭 
因为 jg) 二 阶 可 导 , 所 以 f(z) 在 zx=0 村 展 碾 二 阶 泰勒 公式 

fx) = f(0)+ 了 (0)z 二 夸 人 (9)， & 介 于 0 与 z 之 间 . 
由 于 性 (z) 盖 0, 所 以 了 (8) 二 0, 于 是 有 


-2 
fr) = f+F Or+SF OY > FO+FOr = zr Nf)>z. 


例 3.26 已 知 函 数 f(x) 二 阶 可 导 , 且 f(x) 之 0,f(0)=1, 了 (0)=1,f(x)f 了 (x) 一 
(了 (x))* 之 0. 证 明 : f(z) 之 ex. 
证 明 今 g(zx)==lnf(x), 则 g(0)=0, 且 
fF 7) — (fx)? 
f(z) 


去 三 全 ， gO = Le en) 


所 以 g(x)=g(0)+g “(0)z 十 旦 rte er 三 x, 从 而 f(x) 宇 
例 3.27 设 F(z) 在 区 间 [o, 十 co) 上 具有 二 阶 导数 , 且 |.J(z)| 委 Mo,0<<|7(z)| 委 M2， 


(e 委 z<< 十 co). 证 明 | 广 (z)| 委 2 VMoM:. 
证 明 对 任意 的 zE[a, 十 cc) 及 任意 的 六 二 0, 有 zz 十 AE(a, 十 cc), 于 是 


f(r+h) = f+ oh 十 吉 /(e 己 ， 其 中 &€ [hz 十 门 ， 


>0. 


g(x) = 


即 了 (x)= 3 [fCz+h)— f(x)] /9 , 故 


| fF Cz) < + 沁 GM, zeE [Lastm),h>0. 
邻 g(1) 二 2 十 和、M, , 试 求 其 最 小 值 . 取 g (有 ) 二 一 <4+M, 二 0, 得 到 加 =2 ja ， 
所 业 当 Fn M, 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


而 g*(h) 一 和 >0, 所 以 ,g() 在 hj 一 2 /证 处 得 极 小 值 , 亦 即 最 小 值 . 而 g (Cj ) 一 
2 
2VMoMz, 故 


| PFCz) |<2 MM, rE€ [a,t™). 
题 型 3-12 利用 函数 的 凸 性 证 明 不 等 式 
【 解 题 思路 】 车 (zx) 在 (a,5) 内 二 阶 可 导 .xi ,xz 为 (a.5) 内 任意 两 点 . 
(1) 车 扬 (z)0,xE (asb), 则 F(z) 在 (a,b) 内 为 下 凸 函数 , 即 
F(2 es j= F(zx1) 一 


或 FCpz 十 qz)<pFCr) 十 gFCz ) ,其 中 畴 上 qd 一 1,5 盖 0,q>0. 
(2) 车 户 (z) 达 0,zE (asD), 则 F(z) 在 (a,5) 内 为 上 是 函数 , 即 
i F(x1)++ F(x,) 
F( 3 > > 


或 F(pzi 十 qzxz) 宝 pF(x1) 十 gF(xs), 其 中 p 十 g=1,p 之 0,g>>0. 


艺 叶 其 


例 3.28 证 明 : zlnz 十 ylny 二 (Cz 十 y)ln 2 


(zx>0,y>0,7rAy). 


证 明 设 f(u) 二 ulnu; 则 太 (oO=Inue+1,7Go= 荆 >0(u>0), 故 函数 f(w) 二 ulnu 在 


(0, 十 cc) 上 是 下 凸 的 , 任 取 x,yE (0, 十 oo) ,zx 关 y, 有 f( 瑟 >]< 人 人 ,所 以 


ZX 十 yz 二 y zlnr ylny 
2 ln 2 ~ 2 9 


即 zlnz 十 ylny 之 (z 十 y)ln Yr>0,y>0,2Fy). 


例 3.29 设 函 数 f(x) 具有 二 阶 导数 ,g(xz)= 二 (0)(1 一 zx) 十 f(1)z, 则 在 [0,1] 上 ( 站 


A. 当 PCz) 志 0 时 ,Fz) 二 gCz) B. 当 f (zx) 宇 0 时 ,f(x)<g(z) 
C. 当 f (xz)F0W 时 ,f(x)g(7) D. 当 f (zx)0 时 ,f(x)<g(zx) 


【分 析 】 此 题 考 查 的 曲线 的 凹凸 性 的 定义 及 判断 方法 . 
解 显然 g(xz)= 二 (0)(1 一 zx) 十 f(1)x 就 是 连接 (0,f(0)),(1,f(1)) 两 点 的 直线 方程 . 


故 当 (zx)>0 时 ,曲线 是 下 囊 的 ,也 就 有 f(x) 过 位 二 4 二 /00), 即 


fr 0 ==) Ds= g(r) 
也 就 是 f(x) 三 g(x) ,应 该 选 D. 
3. 导数 的 应 用 


题 型 3-13 ”函数 单调 性 的 判别 法 、 极 值 的 求法 

1) 求 函数 的 单调 区 间 

【 解 题 思路 】 函数 y= 二 f(z) 的 导 函 数 y 二 f(z) 保 持 不 变 号 的 区 间 称 为 单调 区 间 , 因 而 
求 可 导 函 数 的 单调 区 间 就 是 求 导 函 数 的 正 负 区 间 ,而 相 邻 的 两 个 单调 区 间 的 分 界 点 就 是 极 
值 点 , 求 单调 区 间 的 步骤 : 
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(1) 写 出 y= 二 f(x) 的 定义 域 ; 

(2) 求 出 y= 了 (x); 

(3) 解 方程 f(z) 二 0 求 出 驻 点 ,并 找 出 不 可 导 的 点 ; 

(4) 用 驻 点 和 不 可 导 的 点 将 f(x) 的 定义 域 分 成 若干 个 区 间 ，; 

(5) 在 每 个 子 区 间 上 确定 导数 f(z) 的 符号 及 f(z) 的 单调 性 . 

2) 求 函 数 的 极 值 

【 解 题 思路 及 步骤 】 

(1) 写 出 y= 二 f(x) 的 定义 域 ; 

(2) 求 出 y= 二 了 f(x), 解 方 程 f(x) 二 0 求 出 驻 点 ,并 找 出 不 可 导 的 点 ; 
(3) 利用 第 一 充分 条 件 判断 驻 点 和 不 可 导 的 点 是 否 为 极 值 点 ; 

(4) 求 出 f(x) 的 极 值 . 

例 3.30 判断 题 

(1) 若 jzi) 为 函数 f(x) 的 极 小 值 ,f(zxs) 为 f(x) 的 极 大 值 , 则 必 有 f(r) 三 f (x2); 
(2) 若 z 是 函数 f(z) 的 极 值 点 , 则 f(xo)==0. 

解 (1) 错 ,因为 极 大 值 有 可 能 小 于 极 小 值 , 极 值 是 局 部 的 ; 

(2) 错 , 因 为 导数 不 存在 的 点 也 有 可 能 是 极 值 点 . 


例 3.31 (1) 讨论 函数 y= 二 V3arctanz 一 2arctan 请 的 单调 性 ,并 求 其 极 值 


(2) 设 y= 十 az!: 十 bx 十 c 在 z= 二 1,x==2 处 取得 极 值 , 求 a,b 的 值 ,并 判断 y(1),y(2) 
是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 


/ 1 1 V3(1—zx’) a 
解 (1) 因为 了 一 /3 二 到 一 2 一 二 了 0 十 z2) 所 以 驻 点 为 > 一 十 1， 
让 
C607 =- 生 Cv) 1 (1, 十 co) 
二 0 十 0 本 
y 减少 极 小 值 增加 极 大 值 减少 
极 小 值 为 (一 DD 一 一 和 + 于, 极 大 值 为 yD 于， 


(2) 因为 y ==3x? 十 2azx 十 b, 依 题 意 得 3 十 2e 十 2 一 0,12 十 4 十 0 一 0. 


联 立 解 之 ,得 a 0 6. 又 y=6r+2a=6r—9,y (1) 3<<0,y(2) 王 3 二 0, 所 


以 y(1) 为 极 大 值 ,y(2) 为 极 小 值 . 

例 3.32 设 函数 f(z) 在 [0, 十 cc) 上 可 导 , 且 (0) 一 0, Cz) 单调 增加 .证 明 估 开 在 
(0, 十 co) 上 单调 增加 . 

证 明 | 


TX 工 


一 开 太 宝 寺 大 >0,6 在 0 和 < 之 间 ， 
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所 以 妈 王 在 (0, 十 ==) 上 单调 增加 . 


例 3.33 设 函 数 f(x) 是 可 导 函 数 , 且 满 足 F(z) 广 (z) 二 0, 则 ( ); 

A. f(D>f(—1) B. f(D)</f(—1) 

& AR=D| D: ADL<ILACSEW| 

解 设 g(z)==(f(7))?, 则 g(x)==2f(z) 了 (x) 记 0, 也 就 是 (f(x))? 是 单调 增加 函数 . 
也 就 得 到 (了 (1))? 二 (f( 一 上))? 过 | 了 (01)| 二 | 了 (一 1 上)| ,所 以 应 该 选 C. 

例 3.34 设 函 数 y 二 f(r) 由 方程 y 十 ry: 十 x?y 十 6 二 0 确定 , 求 f(x) 的 极 值 . 

解 ” 在 方程 两 边 同 时 对 xz 求 导 一 次 ,得 到 

(3y% 十 2zy 十 za)y 十 (% 十 2zy) 一 0， (1) 


dy -三 天 二 22y dy 3 .21 2 一 0 得 到 ee 
即 字 a de 0 及 十 xy 十 Xx?y 十 6 二 0, 得 到 函数 唯一 驻 点 z= 二 1,y 二 一 2. 


在 (1) 式 两 边 同时 对 xz 求 导 一 次 ,得 到 
(6yy 十 4y 十 2xy 十 4z)y 十 (3y? 十 2xy 十 Xz2)y 十 2y 一 0. 


把 x=1,y= 一 2,y (1)=0 代入 ,得 到 GD 一 二 >0, 所 以 函数 y= f(z) 在 xz=1 处 取得 极 小 


值 y= 一 2. 

3) 曲线 的 西 性 及 拐点 

题 型 3-14 凸 性 及 拐点 的 判定 

【 解 题 思路 】 根据 二 阶 导 数 的 符号 判定 曲线 的 凸 性 及 求 拐点 

判别 方法 一 ” 设 函 数 f(x) 在 ze 的 某 一 邻 域内 二 阶 可 导 , 且 户 (zo) 一 0 且 在 ze 的 左右 
两 侧 (zx) 异 号 , 则 (zo ,f(zxo)) 为 曲线 y= 二 f(zx) 的 拐点 ;车 在 xo 的 左右 两 侧 产 (z) 同 号 , 则 
(zo，f(zo)) 不 是 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 . 

判别 方法 二 ”、 设 函数 f(x) 在 xo 的 某 一 邻 域内 二 阶 可 导 , 车 (xo) 二 六 (xo) 二 0， 
产 (zo) 天 0, 则 (Czo,FCzo)) 为 曲线 y= 了 f(x) 的 拐点 . 

一 般 地 , 若 函 数 f(zx) 在 ze 处 具有 二 阶 以 上 的 阶 导 数 , 且 

Fi) mE f=E0 fr) 0 

则 当 为 奇数 时 ,(xo ,f(zo)) 为 曲线 y= 二 f(z) 的 拐点 . 

判别 方法 三 ” 设 函 数 f(x) 在 ze 处 连续 , 了 (zo) 不 存在 ,车 在 z 的 左右 两 侧 (x) 异 
号 , 则 (zo ,f(zxo)) 为 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 ; 若 在 zo 的 左右 两 侧 六 (z) 同 号 , 则 (zo ,f(zxo)) 不 
是 曲线 y 二 f(x) 的 拐点 . 

曲线 的 拐点 只 可 能 在 二 阶 导 数 为 零 的 点 和 二 阶 导数 不 存在 的 点 处 出 现 . 

例 3.35 判断 题 

(1) 车 (xo ,f(zo)) 为 曲线 y= 二 f(z) 的 拐点 , 则 疡 (xzo) 一 0. 

(2) 车 六 (zo)==0, 则 (xo, 了 f(zo)) 必 为 y= 二 f(x) 的 揭 点 . 

解 (1) 错 , 在 拐点 的 横 坐 标 处 ,函数 的 二 阶 导数 可 能 不 存在 . 

(2) 错 , 六 (zo) 二 0,(xo ,f(xo)) 可 能 不 是 y= 二 f(x) 的 拐点 . 

例 3.36 车 f(x) 二 阶 可 导 , 且 太一 站 ) 王 一 FGz),zE(0, 十 co) 时 ,PCz) 盖 0,P(z) 二 
0, 则 在 (一 = ,0) 内 曲线 y= 二 f(x)( % 
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A. 单调 下 降 ,曲线 是 下 凸 的 B. 单调 下 降 , 曲 线 是 上 凸 的 
C. 单调 上 升 ,曲线 是 下 凸 的 D. 单调 上 升 ,曲线 是 上 凸 的 


解 因为 f( 一 xz) 二 一 f(x), 所 以 f(z) 为 奇 函 数 ,了 (x) 为 偶 函 数 , 关 (x) 为 奇 函 数 , 则 当 
XE(0, 二 0) 时 ,了 (一 +)= 了 (x)>0,F( 一 +)= 一 六 (zx) 过 0, 从 而 xE( 一 0,0) 时 ,了 (zx) 二 
0, 放 (z)<0, 在 (一 c,0) 内 ,曲线 y 二 f(z) 单 调 增加 ,上 凸 . 故 选 DD. 

例 3.37 求 函数 y==(zx 一 1) V 雪 的 凹凸 区 间 及 拐点 . 


解 ”函数 的 定义 域 为 (一 ,十 ca) ,y 一 瑟 坟 一 二 二 ,一 由 全 一 


于 
令 Y=0 得 z= 寺 ,而 zx=0 在 处 不 存在 . 

3 1 1 工 ,二 co 
工 (一 cc,0) 0 ("， ) (4 5 ) 
EA 未 不 存在 二 0 划 
y 四 拐点 是 拐点 加 


因为 XO) 一 0,s( 二 } 一 一 记 S 所 以 损 点 为 (0.0) 和 [十 , 一 让 


例 3.38 设 f(z)=|zx(1 一 x)|, 则 ( 六 

A. z=0 是 f(z) 的 极 值 点 ,但 (0,0) 不 是 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 

B. x=0 不 是 f(z) 的 极 值 点 ,但 (0,0) 是 曲线 y 二 f(x) 的 拐点 

C. xz=0 是 f(x) 的 极 值 点 , 且 (0,0) 是 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 

D. x==0 不 是 f(z) 的 极 值 点 ,(0,0) 也 不 是 曲线 y= 二 f(x) 的 拐点 

【分 析 】 由 于 f() 在 x=0 处 的 一 、 二 阶 导数 不 存在 ,可 利用 定义 判断 极 值 情况 ,考查 
f(z) 在 x=0 的 左 、 右 两 侧 的 二 阶 导数 的 符号 ,判断 拐点 情况 . 

解 设 0<=<6<1, 当 xE€( 一 6,0)U(0,6) 时 ,f(z) 记 0, 而 (0)==0, 所 以 zx=0 是 f(x) 的 
极 小 值 点 . 

显然 ,x=0 是 f(x) 的 不 可 导 点 . 当 xE( 一 6,0) 时 ,f(x)= 一 x(1 一 xz), 了 (x)==2 之 0, 当 
XE(0;O) 时 ,f(z)==x (1 一 z+) ,了 (Xx) 二 一 2 过 0, 所 以 (0,0) 是 曲线 y= 了 (x) 的 拐点 . 故 选 C. 

注 ”对 于 极 值 情况 ,也 可 考查 f(x) 在 x=0 的 某 去 心 邻 域内 的 一 阶 导数 的 符号 来 判断 . 

例 3.39 设 函 数 f(x) 满足 关系 六 (zx)==x 一 (了 (zx))?, 且 了 (0)==0, 证 明 ; 点 (0, 了 (0)) 
是 曲线 y= 二 f(z) 的 拐点 . 

证 明 ”由 关系 式 , 令 z=0, 得 /7(0) 二 0. 等 式 两 端 求 导 , 得 f”(x)=1 一 2(x) 了 (xz), 因 
此 (C0)=1, 

再 由 f(x) 的 连续 性 可 知 ,在 x=0 附近 , 产 (z) 二 0, 所 以 PCz) 单 增 , PCz) 在 zx=0 的 
两 侧 异 号 ,点 (0,f(0)) 是 曲线 > 一 jz) 的 拐点 . 

例 3.40 设 函 数 y= 二 y(z) 在 (一 2, 十 co) 上 可 导 , 且 满 足 y 二 x? 十 y*,y(0) 二 0. 

(1) 研究 y(Cz) 在 区 间 (0, 十 <) 的 单调 性 和 曲线 > 一 >Cz) 的 凹凸 性 ; 


(2) 求 lim2Cz). 
TO0 XT 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 他 


解 (1) 当 z>0 时 ,有 y 王 妇 十 %% 二 0, 故 y(z) 在 区 间 (0, 十 ce) 单 调 增 加 . 从 而 当 xz 之 0 
时 ,y 二 x? 十 y? 也 单调 增加 . 可 见 , 曲 线 > 一 >yCz) 在 区 间 (0, 十 cc=) 向 下 凸 . 

或 当 z>0 时 , 可 得 ==2x 十 2y。y 二 2x 十 2y(x? 十 yy) 这 0. 可见, 曲线 y= 二 y(x) 在 区 
间 (0, 十 ce) 向 下 凸 . 

(2) 由 题 设 知 ,y(0) 王 (0) 王 0. 应 用 洛 必 达 法 则 有 

由 -多 -加 入 -二 + 如 计 ( 六 -证 1 秸 01 = 证 

4) 曲线 的 渐 近 线 

题 型 3-15 求 渐 近 线 

【 解 题 思路 】 求 浙 近 线 就 是 按 定义 求 极限 , 渐 近 线 分 为 水 平 渐 近 线 、 垂 直 渐 近 线 和 和 斜 

水 平 渐 近 线 : 若 lim f(x)=b 或 lim f(x)==b, 则 y 二 6b 称 为 函数 y 二 f(z) 的 水 平 浙 
近 线 . 

铅 直 渐 近 线 : 若 lim f(x) 二 或 lim jz) 一 , 则 2Z 一 xzo 称 为 函数 y= 二 f(x) 的 铅 直 渐 


近 线 ， 和 和 

斜 渐 近 线 , 车 4 一 lim 人 ,0 一 lim[f(z) 一 az], 则 y=az 二 b 称 为 函数 y 一 f(x) 的 斜 浙 
近 线 .学习 渐 近 线 应 注意 函数 的 图 形 不 一 定 有 渐 近 线 . 

例 3.41 讨论 函 数 y 一 In 人 3 一 全 } 的 单调 性 、 四 凸 性 ,并 求 极 值 与 拐点 及 渐 近 线 方程 


一 人 / 1 e 
解 ” 函 数 的 定义 域 为 ( ,OU (号 ,+ y re 
TT 
In( 3 一 全] 在 定义 域内 没有 驻 点 ,也 没有 导数 不 存在 的 点 . 取 x 2 一 5 一 0, 得 < 


,而 二 不 在 y=In (3 全] 的 定义 域内 ， 
当 zeE( 一 co,0) 时 ,光一 0, 故 > 一 (3- 上 在 (一 一,0) 上 单 增 上 四 ; 当 元 冯 
(+] 时 ,x>0, 政 y=n( 3 一 全)] 在 (号 ,上 =- ] 上 单 增 下 止 。 


又 mn{ 3 一 全 ] 一 In3， im mm[3 一 全) 一 十 =， m{ 3 一生)= 一 一 , 故 昌 线 y= 


一 一 (中 ) 
in[ 3 一 全) 水平 渐 近 线 为 y= In3, 销 直 源 近 线 为 z 一 0 和 xz 一 也. 
例 3.42 求 曲 线 y 一 把 二 了 渐 近 线 . 


解 、lim 刀 二 一 1, 故 y 一 1 为 水 平 源 近 线 :lim 思 二 了 一 =, 故 x 一 1 为 锁 直 渐 近 线 . 没有 
斜 渐 近 线 . 


人 第 3 章 微分 中 值 定 理 与 导数 的 应 用 


例 3.43 下 列 曲线 有 渐 近 线 的 是 ( 交 


A. y=zx+sinz B. y=zx’ 二 sinzx 


Ls y= BD: y= 
3 次 


解 A. 因为 limy 一 lim(z 十 sinz) 一 ,所 以 y 一 Z 十 sinz 没有 水 平 渐 近 线 ; 因为 不 存在 
xzo ,使 得 lm(z 二 sinz) 一 co, 所 以 > 一 xz 十 sinz 没有 铅 直 渐 近 线 ; 因为 lim 世 一 msnz 一 1， 
lim(y 一 x) 三 lim(x 十 sinzx 一 x) 不 存在 . 所 以 > 一 z 十 sinz 没有 斜 渐 近 线 . 

B. 类 似 讨 论 y==x? 十 sinz 没有 渐 近 线 . 


Zz 十 sin 和 
了 


C. y 一 zx 十 sin 二 没有 水 平 渐 近 线 和 铅 直 渐 近 线 ， 因为 lm 了 = lim 


66 E 


= bs 


lim(y—#) =lim (zsin . z] 0, 所 以 y= 二 zx 十 sin 二 有 斜 渐 近 线 y 一 z. 


D. y 一 忆 十 sin 二 没有 渐 近 线 。 

故 选 C. 

5) 方程 根 的 存在 与 界定 

题 型 3-16 关于 方程 f(x)=0 的 根 (或 f(x) 的 零点 ) 的 存在 性 的 讨论 

【 解 题 思路 】 一 般 用 零点 存在 定理 或 罗 尔 定理 证 明 

例 3.44 不 用 求 出 函数 f(x) 二 (x 一 1)(x 一 2) (x 一 3) 的 导数 ,说 明 方程 (x)= 二 0 有 几 
个 实 根 ,并 指出 它们 所 在 的 区 间 . 

解 因 f(1)==f(2)==0, 根 据 罗 尔 定理 知 : 存在 锯 E (1,2), 使 得 了 (&)==0; 同 理 , 因 
f(2) 二 1(3)==0, 根 据 罗 尔 定理 知 : 存在 纪 E (2,3) ,使 得 f(&)=0. 

又 由 于 (x) 是 二 次 函数 ,最 多 只 有 两 个 不 相等 的 实 根 , 故 了 (x) 二 0 的 两 个 实 根 分 别 为 
GE(1,2) ,GE (2,3). 


例 3.45 设 aaz,…,as 为 满足 aa i DD 地- 一 0 的 实数 , 试 证 明 方程 


alicosz 十 azcos37z 十 … 十 ascos(272 一 1)zx 一 0 ,在 (和 要) 内 至 少 存在 一 个 实 根 . 


证 明 作 辅 助 函 数 f(x) 二 aisinz+ Faasin3x t Tasin(2n lL; 


显然 fC) 在 [0, 持 ] 上 连续 ,在 0, 至 内 可 导 , 且 f(0) 一 了 (至 )]==0, 歼 让 罗 尔 定理 知 ， 


至 少 存在 一 点 se (0, 了 至) 使 (和 =0. 即 
和 一 alcose 十 azcos386 十 … 十 ascos(272 一 1)6 一 0， 
从 而 是 设 方程 在 [ 9, 到 ] 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
例 3.46 设 正 整数 1, 证 明 方程 x" 十 41x*”! 十 … 十 4s,_1x 一 1 一 0 至 少 有 两 个 实 根 . 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


证 明 设 f(x)= 二 =x” 十 qx” 十 … 十 az 一 1, 则 其 在 区 间 ( 一 ,十 cc) 上 连续 , 且 


f(0)=—1 ,limf(z)=+o°. 因而 , 必 存 在 zi 0, 使 得 F(Czi) 二 0. 由 连续 函数 的 零点 定理 可 
知 ,至 少 有 一 点 乌 E (0,zi) ,使 得 FS ) 一 0. 


同 理 , 必 存在 x 二 0, 使 得 fxzs) 之 0. 由 连续 函数 的 介 值 定理 可 知 ,至 少 有 一 点 包 € 


(zz,0) ,使 得 f(&)==0. 
综 上 可 知 ,方程 zx” 十 a1x*”! 十 … 十 as,_1X 一 1 二 0 至 少 有 两 个 实 根 . 
题 型 3-17 方程 f(x)=0 的 根 的 个 数 的 讨论 
【 解 题 思路 】 (1) 求 出 f(x) 的 驻 点 或 导数 不 存在 的 点 ,确定 f(x) 的 单调 增 减 性 区 间 ; 
(2) 求 出 单调 区 间 和 极 值 (或 最 值 ); 
(3) 分 析 极 值 (或 最 值 ) 与 x 轴 的 相对 位 置 . 
例 3.47 试 讨论 方程 ze 一 wa(e 二 0) 的 实 根 . 
解 邻 F(z) 二 ze “一 a, 则 方程 ze“ 二 a 实 根 的 个 数 就 是 F(x) 的 零点 的 个 数 . 令 
F(x)= (1—zx)e*=0>rz=1. 
I (—%,1) 1 (1 ,十 co) 
F(x) 十 0 尝 
F(x) + (e711 一 a) 极 大 值 + 
zx 一 1 是 F(z) 的 唯一 驻 点 ,F(G1)=e 一 < 为 (一 c ,十 cc) 上 的 极 大 值 ,因此 也 是 最 大 值 . 
以 下 就 F(1)==e-! 一 a 与 x 轴 的 相对 位 置 讨论 F(z) 的 零点 . 
(1) 车 下 (1)==e 1 一 a<0,F(x) 二 xe "一 a 与 x 轴 不 会 有 交点 ,因此 F(x) 没 有 零点 . 
(2) 若 (1)=e 1 一 a=0,(1,e 1 一 qa) 位 于 zx 轴 上 ,F(x)=xe 一 a 与 x 轴 只 有 一 个 交 
点 (1,e 1 一 a), 因 此 F(x) 有 唯一 的 零点 . 


Ps 


(3) F(1)==e 1 一 a 之 0,(1,e! 一 a) 位 于 xz 轴 上 方 ,F(x) 在 (一 2,1) 上 单调 增加 , 且 


lim F(z)= lim (xe “一 Q) 二 一 2, 由 此 可 知 F(x) 在 (一 2,1) 内 有 且 仅 有 了 唯一 的 零点 ; 


F(z) 在 (1, 十 cc) 上 单调 减少 , 且 lim F(z)= lim (xe “一 a) 王 一 a<0, 由 此 可 知 F(x) 在 
(1, 十 cc) 内 有 且 仅 有 唯一 的 零点 .因此 F(x) 在 (一 2, 十 2) 内 有 且 仅 有 两 个 零点 . 


综 上 所 述 , 当 F(1)==e ! 一 a 过 0, 即 e 1<a 时 ,方程 没有 实 根 ; 
当 F(1)==e 1 一 a 二 0, 即 e !=a 时 ,方程 有 唯一 实 根 ; 
当 F(1)==e ! 一 a 之 0, 即 e 1!>a 时 ,方程 有 两 个 实 根 . 
例 3.48 讨论 方程 nz=az( 其 中 >>0) 有 几 个 实 根 ? 


当 z< 二 时 , 广 (z)>>03: 当 z> 二 时 ,大 CoD<0. 所 以 /二 ) 为 最 大 值 . 


当 j[ 圭 }>0, 即 一 me 一 1>0, 亦 即 0<a<< 汪 时 ,由 于 lim /CD 一 一 clim7CD 一 一 -=， 
0 本 


所 以 当 0<a< 革 时 ， 方程 有 两 个 根 . 
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3/(i) 0, 即 < 一 二 时 ,方程 有 一 个 根 . 


当 了 (二 <0, 即 a 二 时 ,方程 无 根 . 

例 3.49 对 k 的 不 同 取 值 ,分 别 讨论 方程 一 3kzx? 十 1==0 在 区 间 (0, 十 c=) 内 根 的 个 数 ， 

解 设 f(x)=x? 一 3kx? 十 1,0 志 x 过 十 oO, 则 了 (x)=3x(zx 一 2k). 

(1) 当 k 志 0 时 ,了 (xz) 之 0, 即 FCz) 在 [0, 十 cc) 上 单调 增加 . 又 f(0)==1, 故 原 方 程 在 区 
间 (0, 十 c=) 内 无 根 ， 

(2) 当 &>0 时 : 若 0<z 志 2&, 则 广 (z)<0，F(Cz) 单 调 减少 ; 若 2k 二 x, 则 f(x) 二 0， 
f(x) 单调 增加 .所 以 x==2k 是 f(x) 的 极 小 值 点 , 极 小 值 FC24) 一 1 一 443 ,于 是 : 

V2 


当 1 一 4&s 之 0, 即 0<<A 志 > 时 , 原 方程 在 区 间 (0, 十 = ) 内 无 根 ; 


当 1 一 4 一 0, 即 一 次 时 , 原 方程 在 区 间 (0, 十 呈 ) 内 有 唯一 的 根 ; 
六 
2 


时 , 原 方程 在 区 间 (0, 十 cc) 内 有 两 个 根 . 


例 3.50 设 方程 已 十 az 十 0 一 0. 

(1) 当 常 数 a,6 满足 何 种 关系 时 ,方程 有 唯一 实 根 ? 

(2) 当 常 数 a,b 满足 何 种 关系 时 ,方程 无 实 根 . 

解 ” 设 y= 忆 十 az 十 0, 一 cc<7z<< 十 co, 求 导 得 y ==4x; 十 a. 


令 y 二 0 得 唯一 驻 点 x==,/ 了 12x? 宇 0, 故 当 x= 一 个 时 ,> 有 最 小 值 , 且 最 


小 值 为 y /er ( 4) +a[ 4) Hb. 
又 当 >z 一 一 co 时 ,y 一 十 cojz 一 十 co 时 ,y 一 十 cc, 因此: 


当 1 一 4&3<0, 即 上 > 


aq) 当 且 仅 当 ( qj +e 人 ( q+ 0 时 ,方程 有 唯一 实 根 ; 


(2) 当 (一 全 十 a (4 十 0 之 0 时 ,方程 无 实 根 . 


题 型 3-18 方程 f(x)=0 的 根 的 唯一 性 的 研究 

【 解 题 思路 】 (1) 利用 零 值 定理 (或 罗 尔 定理 ) 证 明 F(z)=0 至 少 存在 一 个 根 ; (2) 利 用 
函数 的 单调 性 证 明 F(z)=0 最 多 只 有 一 个 根 ;或 用 反 证 法 证 明 , 这 时 主要 利用 罗 尔 定理 或 拉 
格 朗 日 中 值 定理 . 

例 3.51 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 上 可 微 ,对 于 [0,1] 上 的 每 一 个 x, 函数 值 f(x) 在 开 区 
间 (0,1) 内 , 且 (x) 关 1, 证 明 , 在 (0,1) 内 有 且 仅 有 一 个 zx, 使 f(x)=x. 

证 明 今 F(zx)==f(x) 一 x, 则 F(x) 在 [0,1]J 上 连续 . 

由 题 设 知 0 二 f(x) 过 1, 所 以 F(0)==f(0) 一 0 之 0,F(1)==f(1) 一 1 过 0, 故 由 零点 定理 知 ， 
在 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 zx, 使 F(x)==f(x) 一 +=0, 即 f(x)=x. 

再 设 有 两 个 zi ,xsE (0,1) ,Xi1 关 Xz :使 F(z) 二 0,F(xs)= 二 0. 根据 罗 尔 定理 , 3 &€ (0,1) 
使 Fi( 和 = 了 (8 一 1 二 0. 这 与 f(x) 关 1 蔬 盾 . 故 方程 和 唯一 根 . 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


6) 洛 必 达 法 则 
(1) 学 习 洛 必 达 法 则 应 注意 的 问题 


@ 洛 必 达 法 则 仅仅 用 于 已 型 和 三 型 未 定式 ; 


四 如 果 lim 刀 (不 存在 (不 包括 ==), 不 能 断言 lim 帮 2 不 存在 ,只 能 说 明治 必 达 法 则 在 
此 失效 ,应 采用 其 他 方法 求 极限 ,但 不 能 说 此 未 定式 的 极限 不 存在 . 

四 0. co 一,0:17 ,0 也 叫 未 定型 ,必须 转化 为 型 或 于 型 之 后 ,再 用 洛 必 达 法 
则 求 极限 : 思路 为 


0 .= 型 转化 为 十 .< 或 0 . 二 型 ; 


”一 中 可 通 分 转化 为 全 型 或 二 型 ， 

0" 型 转化 为 em 一 em ,其 中 指数 是 0。 =- 型， 

1 型 转化 为 en 一 cn mm， 其 中 指数 是 =， 0 

cc" 型 转化 为 em 一 en ,其 中 指数 是 0 中型 

@ 治 必 达 法 则 求 极限 与 其 他 方法 求 极限 在 同一 题 中 可 交替 使 用 

@ 有 时 要 连续 用 几 次 洛 必 达 法 则 ,每 一 次 都 要 验证 是 否 是 二 型 或 二 型 

@ 应 注意 洛 必 达 法 则 不 是 求 0/0 型 或 与 =/== 型 未 定式 的 唯一 方法 . 读者 在 计算 时 应 
该 结合 使 用 等 价 无 穷 小 的 痊 换 , 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 等 方法 ,以 使 计算 简便 准确 . 

(2) 如 果 数 列 极限 也 属于 未 定式 的 极限 问题 , 需 先 将 其 转换 为 函数 极限 ,然后 使 用 洛 必 
达 法 则 ,从 而 求 出 数列 极限 . 

题 型 3-19 利用 洛 必 达 法 则 求 极限 

例 3.52 求 下 列 各 式 的 极限 ， 


《Ly PN (2) lim (Earetanr ); 
xr0 三 +o \2 
(3) 站 (二 -coe， (4) 一 
I*0 J >0 TX 
1 一 1 
一 Si 2 
解 1) 解法 一 Tim 一 as 一 im 一 一 交 于 二-( 洛 必 达 法 则 ) 
EN 
= 二 一通 分 ) 
0 
区 要 
= 2 穷 
一 二 (分子 等 从 无穷 小 代 换 ) 
= 
6 


0 oo 


注 对 7 ,去 型 未 定式 ,只 要 满足 洛 必 达 法 则 的 条 件 , 可 直接 运用 法 则 来 求 . 
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解法 二 lim®™— lim a : (: arcsinz~ Ls 
0 3 z=0 xX 6 6 
Earctanr 二 = 
Ly 1 二 + x? i 
Ee 
元 we 
(3) im 人 (2 cotr |—lim ne elim Pe 
zr0 x zo0 Sin 0 z 
8 一 Cos 十 2sinz ,. xsinz 
lim lim: 0. 


z=0 2z 0 2 
注 对 0.--,c- 一 =- 型 未 定式 , 先 化 为 ”或 守 型 ,再 利用 洛 必 达 法 则 来 求 . 
(4) 对 原 式 应 用 洛 必 达 法 则 


1 
原 式 二 lim 2VITz 2Vi-z_ jm-z— Vitz 
A 27 十 人 4r 
lim— dO—2)— +x) 1 
"047( VI—zx++ Vi+x) 4 
i 
例 3.53 求 im[ 寺 去 1 -2). 
sin:x 并 
ar 
【 错 解 】 lim (i 1 | lim Zz si COS2 工 本 
sin x 并 0 2sin2 工 


【分 析 】 先 通 分 化 为 * 全 "型 极限 ， 再 利用 等 价 无 穷 小 与 洛 必 达 法 则 求解 即 可 ,而 不 是 想 


当然 的 猜 一 个 结果 . 本 题 属于 求 未 定式 极限 的 基本 题 型 ， 对 于 *“ 卫 2 ”型 极限 ,应 充分 利用 等 价 
无 穷 小 替换 来 简化 计算 . 


了 
| COS2 工 dz2 一 sinzrcoszr 4 
解 in( 二 rT zx? 】 2 Sin2 工 Be zx 
3 1 
rd 1 
0 dx 0 6zx? E00 (GO 3 
i 
例 3.54 求 lim 一 一 
0 Sinz 
ey 
0 2zsin 一 DS 
解 所 求 极限 属于 地 的 未 定式 .但 分 子 分 母 分 别 求 导数 后 ,将 化 为 im 一 一 一， 
此 式 振 荡 无 极限 , 故 洛 必 达 法 则 失效 ,不 能 使 用 . 但 原 极限 是 存在 的 ,可 用 下 法 求 得 : 
好 sm 斌 laas 二 二 
lim 一 一 三 一 人 » Xsin )= 所 a 
z=0 Sinz sinz w lim Sz 1 


0 I 
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和 


例 3.55 已 知 函数 y= ee a=limf(z). 


sinz 过 
(1) 求 a 的 值 ， (2) 车 x 一 0 时 ,f(x) 一 a 是 x* 的 同 阶 无 穷 小 , 求 k. 
了 


十 lim- 二 -一 1. 


0SIDTZ 


解 〈1) a=limf(z)=lim 和 
Ee 


1 lL 这 — ls 
sint ZX xsinzr“ 


(2) 当 zxz>0 时 ,f(x) 一 a==f(x) 一 1 


而 当 x>0 时 ,x 一 sinx 与 于 忆 等 价 , 故 7Gz) 一 o 一 二 如 k=1. 


2 一 2cosr 


例 3. 56 求 极限 im 一 em 


2 2 一 2cosr 2 一 2eosr 习 ) 


解 lime -一 所 -tim 4 (提出 非 零 因子 ) 


x0 >0 


= lim 
0 


二 和 下 零 因 于 单独 求 出 极限 lime” 一 1) 


一 
=lim C2 2 汪 ) (等 价 无 穷 小 代 换 ) 
注 ee 

PE, 二 2eosa 2 一 lim2 2sinz ( 治 必 达 法 则 ) 

0 罕 x0 4z 

i 
TN | 下 A 
lim gr 一 limzzr 一 Jz 等 价 无 穷 小 代 换 ) 


例 3.57 求 lm[ 显 3 


解 对 17 ,0,0 型 未 定式 ,通过 取 对 数 , 先 化 为 0. -= 型 ,再 化 为 或 二 型 ,利用 洛 必 
达 法 则 来 求 


| ede -i 
ss = lime 
xX 0 


lim 


x0 


(利用 指数 函数 的 连续 性 极限 号 可 以 穿 过 函数 符号 ) 


laia(l}e)—iar 


i a 型 洛 必 达 法 则 ] 


1 
mm IT 站 SEE im Hon 1 
nk 二 ” = 2r nt Tt, 


将 非 零 极限 因子 适时 地 分 离 并 计算 出 来 (lim 二; 一 1 ), 并 进行 等 价 无 穷 小 代 换 ,有 


toin(ltr) 


上 式 二 es 2” ( 洛 必 达 法 则 ) 


lim IIaCQ+z)-1 tm -= 
一 er er = em%r = 0. 


7) 最 值 及 其 经 济 意义 

题 型 3-20 ”函数 最 值 的 求法 

【 解 题 思路 】 (1) 求 最 大 值 最 小 值 的 步骤 为 : 首先 求 出 定义 域 ;然后 求 出 了 (zx), 求 出 
可 疑 极 值 点 ;最 后 比较 可 疑 极 值 点 的 函数 值 与 边界 处 的 函数 值 . (可 疑 极 值 点 为 驻 点 和 导数 
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不 存在 的 点 ) 

(2) 求 具体 问题 最 值 的 步骤 

Q@ 分 析 问 题 ,明确 求 哪个 量 的 最 值 . 

@ 写 出 函数 关系 式 . 确定 函数 关系 常常 要 用 几何 物理 化学、 经 济 学 等 方面 的 知识 , 函 
数 关 系 式 列 出 后 , 依 具 体 情况 要 写 出 定义 域 . 

@ 由 函数 式 求 驻 点 ,并 判断 是 否 为 极 值 点 . 

@ 根据 具体 问题 ,判别 该 极 值 点 是 否 为 最 值 点 .一般 如 果 函 数 在 [a,5] 连 续 , 且 只 求 得 
唯一 的 极 值 点 , 则 这 个 极 值 点 就 是 所 求 的 最 值 点 . 

@@ 最 后 写 出 最 值 . 

注意 不 要 将 极 大 ( 极 小 ) 值 与 最 大 (最 小 ) 值 混为一谈 ,要 懂得 它们 的 区 别 和 联系 . 

例 3.58 求 y==2z3 一 6x’ 一 18zx 十 7 在 [1,4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

解 令 y==6x: 一 12x 一 18==6(x 十 1) (x 一 3)==0, 得 驻 点 x 1,z 王 3, 且 y(—1)=17, 
y(3) 二 一 47, 而 >(1) 王 一 15,y(4) 王 一 33, 故 最 大 值 为 (一 1) 王 17, 最 小 值 为 (3) 王 一 47 


例 3.59 设 函 数 f(z)=Inz+. 
(1) 求 f(z) 的 最 小 值 ; 
(2) 设 数列 (x) 满足 Inz 十 二 -二 1, 证 明 极限 limz, 存在 ,并 求 此 极限 . 


解 (1) f(x) . 上 三 二 , 令 了 (x) 一 0, 得 只 驻 点 z=1. 


也 
当 zE(0,1) 时 , 广 (z) 到 0, 函数 单调 递减 ; 当 zE(1,=c) 时 , 广 (z) 二 0, 函 数 单调 递增 . 所 
以 函数 在 x=1 处 取得 最 小 值 f(1)=1. 


(2) 由 于 lnz + 也-<1， 但 lnz。 二 L>1, 所 以 二 一 二 -< 二 - 故 数列 ! xzn} 单 调 递增 . 又 由 于 


amsmz 十 二 1 ,得 到 0 二 zx, 过 e, 故 数列 {zx,} 有 界 . RE 
存在 . 
令 limz, =a, 则 lim (In + 一 e+ 二 sl ,由 (1) 的 结论 可 知 limz, 一 a 一 1. 


例 3.60 1992 年 巴塞 罗 那 夏季 奥运 会 开幕 式 上 的 奥运 火炬 ,是 由 射箭 铜牌 获得 者 安 东 
尼 奥 。 雷 波 罗 用 一 枝 燃 烧 的 箭 点 燃 的 (参见 图 3-1(a) ) ,奥运 火炬 位 于 高 约 21m 的 火炬 台 顶 
端的 圆 盘 中 ,假定 雷 波 罗 在 地 面 以 上 2m 距 火炬 台 顶 端 圆 盘 约 70m 处 的 位 置 射出 火箭 , 若 火 
箭 恰 好 在 达到 其 最 大 飞行 高 度 1s 后 落 入 火炬 圆 盘 中 , 试 确定 火箭 的 发 射 角 a 和 初速 度 wo. 


(假定 火箭 射出 后 在 空中 的 运动 过 程 中 受到 的 阻力 为 零 , 且 & = 10m/s arctan 如 人 ~ 


46. 5",sin46. 5"<z0. 725. ) 
解 ”建立 如 图 3-1(b) 所 示 坐 标 系 , 设 火箭 被 射 向 空中 的 初速 度 为 wm m/s, 即 w 一 
(zcosayvosina), 则 火箭 在 空中 运动 上 s 后 的 位 移 方程 为 


5(Ct) = (x(1) ,y(t)) = (vocosat ,2 十 zsinat 一 5 刀 ). 


火箭 在 其 速度 的 竖 直 分 量 为 零 时 达到 最 高 点 , 故 有 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


dy(D (2 wosinat 一 522)7 vosina 一 101 0=>1 sina 
dt 10 


是 可 得 出 当 火箭 达到 最 高 点 1s 后 的 时 刻 其 水 平 位 移 和 竖 直 位 移 分 别 为 
Sina 十 1] 3. 2vocosa = V70’ — 21’，, 


vo i 10 


| 

vosina  。 

(D)| am ， = 一 3 = 21. 
> lM 20 


解 得 vosina 伟 22 ,vocosa 伟 20.9， 从 而 tana 一 了 30 9 全 os“46.5 
又 wosinas*22,as46.5 一 zs30.3(m/s) ,所 以 ,火箭 的 发 射 角 w 和 初速 度 we 分 别 约 为 


6.5" 和 30. 3m/s. 
例 3.61 明 线 y 一 二 zxCz>0) 上 哪 一 点 处 的 法 线 在 y 轴 上 的 截 距 最 小 ? 
解 设 y 一 了 ze 在 (zy) 处 的 法 线 方程 为 了 一 y 一 A(X 一 站)， 


因为 y 二 2x ,所 以 二 一 ,法 线 方程 为 Y= 二 一 5(X 一 z) ,整理 后 为 


a. > | 1 i 
hs 和 | = 1 6 
>? 了 2 "27 DB a tg 

1 


法 线 在 y 轴 上 的 截 距 为 4 一 十 二 


求 此 函数 的 极 值 : 令 4 二 0, 解 得 zx 二 1,zxs 王 一 1( 舍 去 ); 
y= +10r, W(1) = 20>0, 
I 


放 51) 为 极 小 值 . 由 于 驻 点 唯一 , 知 它 即 是 最 小 值 .因此 曲线 在 点 {1, 寺 处 的 法 线 在 y 轴 上 


截 距 最 小 . 
例 3.62 设 a 为 正常 数 ,使 得 x? 三 e* 对 一 切 正 数 z 成 立 , 求 常数 a 的 最 小 值 . 


解 x 过 e” ?Inz<azea>2mz， 


要 求 a 的 最 小 值 ,只 需求 f(z ) 一 2 的 最 大 值 . 
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2(1—lng) 
ze 


由 于 当 0 二 x 二 e 时 ,了 (zx) 这 0; 当 zx>e 时 ,了 F(x) 过 0. 所 以 f(e) 一 之 为 其 最 大 值 ， 故 a 


令 了 (zx)= 一 0 得 zx 一 e. 


的 最 小 值 为 二 


题 型 3-21 导数 在 经 济 方面 的 应 用 

【 解 题 思路 】 利用 边际 (一 阶 导 数 ) 求 最 小 成 本 ,最 大 利润 . 利用 弹性 讨论 需求 弹性 和 收 
益 弹 性 . 

利润 函数 L(x) 二 R(x) 一 C(x), 当 有 唯一 驻 点 使 L(xo) 二 0,L”(xo) 过 0, 则 在 xo 处 取得 
最 大 利润 . 

需求 弹性 为 28 一 三 . 9 


EP Q “dP: 
由 于 需求 函数 Q=QCP) 一 般 是 单调 减少 的 ,因而 需求 对 价格 的 弹性 常 为 负 值 . 
ER_P .dR 


收益 对 价格 的 弹性 为 Ep 一 如 9: 因为 R= PQ, 于 是 有 
路 -让 - 吉 017 扣 -最 

例 3.63 一 商家 销售 某 种 商品 的 价格 满足 关系 P= 二 7 一 0.2x( 单 位 : 万 元 /t) ,其 中 x 为 
销售 量 ( 单 位 : t) ,商品 的 成 本 函数 是 C 一 3z 十 1( 万 元 ). 

(1) 若 每 销售 1t 商品 ,政府 要 征 税 :万 元 , 求 该 商家 获 最 大 利润 时 商品 的 销售 量 ; 

(2) 1 为 何 值 时 ,政府 的 税收 总 额 最 大 ? 

解 (1) 该 商家 销售 商品 的 总 收益 函数 R(x) 二 Pr 二 7x 一 0.2x?*. 政府 征收 的 总 税额 为 
T(x) 二 tx, 则 商家 的 总 利润 函数 

L(x) = R(x)— C(x)— T(x) 0.2z? 十 (4 一 Dz 一 1. 


L'(x) 二 一 0. 4x 十 4 一 t, 可 求 得 唯一 驻 点 = 


G4) 一 一 0.4<0, 从 而 L(x) 在 该 驻 点 x 一 也 (4 一 人 取得 最 大 值 , 即 z 一 也 (4 一 站 是 使 
商家 获得 最 大 利润 的 销售 量 . 

(2) 政府 税收 总 额 T=tz—3(4—0). 

令 T==10 一 5 二 0, 可 得 唯一 驻 点 1 二 2. 又 因 TY 过 0, 故 当 1==2 时 政府 税收 总 额 最 大 . 

例 3.64 设 某 产品 的 需求 函数 Q 二 Q(P) 是 单调 减少 的 ,收益 函数 R= 二 PQ, 当 价格 为 Po 
且 对 应 的 需求 量 为 Qs 时 ,边际 收益 R'(Q) 二 2, 而 R'(P。) 二 一 150, 需 求 对 价格 的 弹性 EP 


满足 |EP| 一 子 , 求 P,Q 


【分 析 】 为 了 解决 本 题 ,必须 建立 R'(Q) ,R'(P) 与 EP 之 间 的 关系 . 
因为 R 二 PQ 一 PQ(P), 于 是 有 


有 dQ 
R'CP) =-Qm+P 驹 -all+ 


PdQ 
Q dP 


设 P=P(Q) 是 需求 函数 Q 一 Q(P) 的 反 函 数 . 则 R= 二 PQ 一 QP(Q) ,于 是 


)= QFEPY 


3.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


R'Q) = P(Q) + Q 生 = P(+ 有 号 ] J 可 | =P(1+ 去 } 


dQ P dQ 


QadP 
解 、 因 需求 函数 Q 一 QCP) 是 单调 减少 的 , 故 需求 函数 的 弹性 EP 二 0, 且 反 函 数 了 一 
P(Q) 存 在 ,由 题 设 Q 一 Q(Po) ,Pi 一 P(Q,), 且 EP|，， 一 一 溯 , 把 它们 代入 分 析 中 得 到 关 


系 式 中 ,于 是 有 R'(Q,) Pi 加 2, 故 P, 一 6. 
R'(P,) 一 al 一 主 )]=- 150, 故 Q, = 300. 


例 3.65 设 平均 收益 函数 和 总 成 本 函数 分 别 为 


R= 3Q 7Qz: 十 100Q 十 50， 


其 中 常数 o>0,0>>0 待定 ,已 知 当 边际 收益 MR 一 67, 且 需求 价格 弹性 EP 一 一 吕 时 总 利润 
最 大 , 求 总 利润 最 大 时 的 产量 ,并 确定 a,6 的 值 . 
【分 析 】 平均 收益 有 R= 及 , 则 R=RQ=aQ 一 bQ. 


通常 平均 收益 即 为 商品 的 价格 , 即 P=a 一 Q, 则 Q= 二 (a 一 P). 


进而 可 求 得 需求 对 价格 的 弹性 EP 一 召 蜀 一方" 如 一 1 一 高. 
解 总 利润 函数 


LQ) = 一 C= 3Q +07 DQ + (a—100)Q— 50. 


从 而 使 利润 最 大 的 产量 Q 及 相应 的 a.6b 应 满足 L'(Q) 二 0,MR=67 以 及 EP 一 一 弛 , 即 


FQ®+20 DQ+a—100=0, 


a—20Q = 67,， 
1 
obQ 22 
el folly 
解 得 16 竺 bs 将 第 一 组 解 中 的 a,b 代入 总 利润 函数 ,得 
G8 Q=11. 


L(Q) 3 3 +11Q 50. 


虽然 L'(3)= 二 0,L”(3) 二 0, 即 (3) 为 L(Q) 的 最 大 值 ,但 L(3) 一 0, 不 合 实际 , 故 舍 去 . 
将 第 二 组 解 中 的 a,b 代入 总 利润 函数 ,得 L(Q) 一 一 广 Q@ 十 5Q 十 11Q 一 50, 故 有 (11) 一 


0,L (11) 过 0, 即 (11) 为 L(Q) 的 最 大 值 . 又 因 工 (11) 0, 故 一 111,0 一 2 是 所 求 常数 的 
值 ,使 利润 最 大 的 产量 为 Q=11. 
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例 3.66 设 某 商品 的 需求 函数 为 Q=100 一 5P, 其 中 价格 PE (0,20) ,Q 为 需求 量 . 
(1) 求 需求 量 对 价格 的 弹性 ECEs>>0); 


(2) 推导 居 一 QI 一 轧 )( 其 中 R 为 收益 ) ,并 用 弹性 Es 说 明 价格 在 何 范围 内 变化 时 , 降 
低 价格 反而 使 收益 增加 . 


【分 析 】 由 于 E>0, 所 以 Es=| 二 办 :由 R=PQ 及 Es 一 | 二 办 可 推 
备 =Qd 一 已)， 

解 BE 人 =- 二 

(2) 由 R= PQ, 得 怪 =Q+P 四 af(1+ 吉 蝇 )}=oaqa Ei). 


又 由 = 而 5 一 1, 得 P=10. 


当 10<P<20 时 ,Es 之 1， 于 是 强 <0, 故 当 10 二 P 二 20 时 ,降低 价格 反而 使 收益 增加 . 


注 当 E>0 时 ,需求 量 对 价格 的 弹性 公式 为 E, 一 | 二 积 | 一 一 匡 积 
利用 需求 弹性 分 析 收 益 的 变化 情况 有 以 下 四 个 常用 的 公式 ， 


pa dR dR 1 
dR=(1-EVQdP， 季 -14-EDQ， 名 人 @ 去)P， 


ER _ ， | , 
并 下 (收益 对 价格 的 弹性 ). 


例 3.67 设 生产 某 产品 的 固定 成 本 为 6000 元 ,可 变 成 本 为 20 元 / 件 , 价 格 函数 为 P= 


一 -人 eCP 是 单价 ,单位 : 元 ;Q 是 销量 ,单位 : 件 ) ,已 知 产销 平衡 , 求 ， 


(1) 该 产品 的 边际 利润 . 
(2) 当 P==50 时 的 边际 利润 ,并 解释 其 经 济 意义 . 
(3) 使 得 利润 最 大 的 定价 P. 


解 (1) 设 利 润 为 L(Q), 则 L(Q =R-C=PQ—(6000+20Q) 40Q 一 -&@j 一 6000, 边 


60 


ee i 
际 利润 为 地 (CQ) 王 40 80- 


(2) 当 P=50 时 ,Q=10000 ,边际 利润 为 20. 
经 济 意义 为 : 当 P= 二 50 时 ,销量 每 增加 一 个 ,利润 增加 20. 


py 网 5 20000 Ps 训 
(3) 令 L'(Q) 一 40 一 5 一 0, 得 Q 一 20000,P 一 60 一 T0500 一 40: 而 LQ@) 一 一 360<0， 


故 当 了 一 40 时 ,利润 达到 最 大 . 
例 3.68 为 了 实现 利润 的 最 大 化 ,厂商 需要 对 某 商 品 确定 其 定价 模型 , 设 Q 为 该 商品 
的 需求 量 ,P 为 价格 ,C'(Q) 为 边际 成 本 ,7 为 需求 弹性 (>0). 


Q) 证 明定 价 模型 为 P 一 人 <9， 


el 


3.4 课 后 习题 解答 © 


(2) 若 该 商品 的 成 本 函数 为 C(Q) 二 1600 十 Q@ ,需求 函数 为 Q=40 一 已 , 试 由 (1) 中 的 定 
价 模型 确定 此 商品 的 价格 . 
dL 


解 (1) 由 于 利润 函数 L(Q)=RCQ) 一 C(CQ)=PQ CCQ) ,两 边 对 Q 求 导 , 得 4G6 一 


di dP_ ee 各 一 
P+Q 85-C(Q)=P+TQ SG 一 CQ). 当 且 仅 当 咎 =0 时 ,利润 上 L(Q) 最 大 又 由 于 7 


二 驾 ' 所 以 对 "二" 故 当 P CLQ) 时 ,利润 最 大 . 


@ “dP jl 
7 
(2) 由 于 C(Q@)=2Q=2(40 一 P), 则 y= 一 上 也. 役 = 一 全 .代入 (1) 中 的 定价 模型 ,得 
| "7 Q dp 40—P: ' 
_ 2(40—P) 二 
0 30. 


Pp 
C3;4 课 后 习题 解答 
-一 
习题 3.1 
1. 验证 函数 /(z) 一 Insinz 在 [到 ,于 ] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,并 求 出 相应 的 6 使 PC 一 0 
解 一 方面 ,因为 /Co) 一 Insinr 在 区 间 [等 ,于 ] 上 和 连续 \ 在 ( 羡 . 至 ) 内 可 导 , 且 y( 玛 )=y( 至 )- 


I 去 ,所 以 /Cz) 一 Insinz 在 区 间 [于 ,等 ] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,存在 3 (去 .至 ) ,使 得 (和 =0. 另 一 


方面 ， f(z) 一 畦 尘 , 令 (zx) 一 0, 得 x 一 也 , 则 罗 尔 定理 中 的 6 一 于,/(8) 一 0. 


2. 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 是 否 满足 罗 尔 定理 的 三 个 条 件 ? 有 没有 满足 定理 结论 中 的 名 
2 sinr, 0<z 委 r， 
(1) fF(z) 一 er 一 1,[ 一 1,1];， (2) f(z)=|z—1|,[0,2]; G) fo， a [Lo,x]. 
解 (1) 因为 f(x) 在 [一 1,1] 上 连续 ,在 (一 1,1) 内 可 导 , 且 /( 一 1)==/(1)==e 一 1, 所 以 满足 罗 尔 定理 
中 的 三 个 条 件 . 由 (xz) 二 2zxe” ,车 令 /( 各 二 0, 则 有 ==0. 
(2) 因为 函数 在 z==1 点 的 导数 不 存在 , 故 不 满足 罗 尔 定理 的 条 件 . 


(3) 因为 函数 在 z==0 点 不 连续 , 故 不 满足 罗 尔 定理 的 条 件 .但 存在 = 也 E(0,7) ,使 得 (9 一 cos 到 一 0. 


3. 若 方程 wz 十 az 十 … 十 ao-iz 一 0 有 一 个 正 根 z ,证 明 方程 cozz 一 :十 al (2 一 1)z 十 … 十 oo- 一 0 
必 有 一 个 小 于 zo 的 正 根 . 

证 明 作 辅 助 函数 f(x) 二 aox" 十 arx”! 十 … 十 as-1X. 显然 f(z) 在 [0,zo] 上 连续 ,在 (0,zo) 内 可 导 ， 
且 f(0)==f(zo)= 二 0. 故 由 罗 尔 定理 知 ,至 少 存在 一 点 sE (0,zro) 使 F (5 一 0, 即 F(5) 一 aoz6 十 
ai(n 一 1)" 十 … 十 an-1 二 0, 从 而 题 设 方程 在 (0,zxo) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

4. 已 知 函 数 f(x) 在 [a,5]j 上 连续 ,在 (a.5) 内 可 导 , 且 f(a) 二 f(b) 二 0, 试 证 : 在 (a,0) 内 至 少 存在 一 点 
,使 得 (5 十 广 (5 一 0.eE (a.b). 

证 明 ”构造 函数 F(x) 二 ef(z), 显 然 F(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 F(a) 二 F(b) 二 0, 根 据 
罗 尔 定理 : 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 得 下 (9 一 0, 进 而 得 到 f( 引 十 f (8 二 0,&€ (a,b). 

5. 设 AFao=Fo 一 AD), 且 a<c<0,7z) 在 [La 关上 存在 .证明 : 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 6 使 7( 引 二 0. 
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证 明 由 Fa) 一 Ac) ,根据 罗 尔 定理 , 存在 和 Ela,c) .使 得 (5) 二 0; 

由 CO) 一 /cec) ,根据 罗 尔 定理 , 存在 缉 E (ec,b) ,使 得 广 (5 ) 一 0. 

由 普 (z) 在 [ae, 和 上 存在 ,得 到 广 (z) 在 La. 站 上 连续 且 可 导 , 又 广 (5) 王 六 () 一 0, 根 据 罗 尔 定理 知 : 
存在 sE (5 , 乌 ), 使 得 (8) 二 0. 

6. 验证 拉 格 朗 日 中 值 定理 对 函数 /(z) 二 zx 十 2z 在 区 间 [0.1] 上 的 正确 性 ,并 求 出 满足 条 件 的 和 值 . 

解 ” 一 方面 ,F(z) 一 习 十 2z 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 ,满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 . 


GD) 一 FC0) 


另 一 方面 , f(x)==3z? 十 2， 和 B 


pe -3( 他 ) 3, 即 当 2 二 入 f(D)—f(0) v ; es 本 
当 针 - 育 时 /9 -3 ( 启 】 +2 一 3 即 当 后 , 有 全 四 一方 (9). 拉 格 朗 日 定理 的 结论 


7. 试 证 明 对 函数 y== px? 十 gz 十 7, 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 时 所 求 得 的 点 总 位 于 区 间 的 正中 间 . 
证 明 设 y=f(z)= 二 px 十 qz 十 r, 则 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 故 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 
存在 SE (a,6b) ,使 得 


= :二 i 
1= 人 =- 外 a )+q(b Dplbta) 这 


0 一 Q& 


而 (2) 二 2pzx 二 qs, 故 得 2ps 十 g 二 p(5 二 a) 十 gq 从 而 = 弛 4, 即 为 [a 人 中 点 . 


8. 已 知 函 数 /(z) 在 [a,0] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 f(a) 二 f(b), 试 证 : 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 
得 f( 自 十 &f (=f(a) ,EE€ (a,b). 

【分 析 】 本 题 既 可 以 用 罗 尔 定理 证 明 , 又 可 以 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 . 

用 罗 尔 定理 证 明 用 原 函 数 构 造 法 构造 辅助 函数 . 待 证 等 式 变形 为 /(6) 十 s 广 (9 一 /Ca) 一 0. 

将 & 变 为 x 得/(z) 十 zf(z) 一 /(a)==0, 故 设 

F(z)= f(z)+zf’ (xz)—fla), 则 F(z) = zf (x) — zf(a). 
证 明 证 法 一 令 F(z)==zf(z) 一 zf(q), 则 F(z) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 
Fla)=af(a)—af(a)=0, F(b)= 6bf(b)—bf(a) = 0. 
由 罗 尔 定理 ,存在 SE (a,b) ,使 得 (8 二 0, 即 有 
f+EF (9 一 Fa) =0, /+ = fa). 

证 法 二 ”利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 . 令 下 (x) 二 zf/(z), 则 F(z) 在 [a,6]j 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 由 拉 

格 朗 日 定理 ,存在 sE (a,b) ,使 得 


FWD—Fa) mv , bf (Dafla) _ f(b—a) 
Fe, /+ a 和 二 ao). 


9. 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) a 二 0 二 0,2 二 1 证 明 20 (Ca 一 人 二 0 一 太一 pa" (Ca 一 六) 


= 起 = 
< 方志 Bp 


(3) |arctanb—arctana||6—al. 
证 明 (1) 设 /(z) 一 xz", 对 于 a 记 b0,n 记 1, f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a.) 内 可 导 , 则 存在 &E€ (a,5) 使 


a 


(2) a 二 b>0, 证 明 


得 估 名 二 人 号 一 (9) , 即 全 二 全 一 对 ,也 即 


na™l(b—a)<b—a né™(b—a) < mw™(b—a), 
nb™(b—a)<a—b né™(b—a) < ma™(a—b). 


(2) 设 f(z 一 lnz, f(z) 在 [5,4] 上 连续 ,在 (6,4) 内 可 导 . 则 存在 sE (4,b) 使 得 人 中 二 全 一 了 (9, 即 


3.4 课 后 习题 解答 全 


lna—lnb 
a—b 


1 a_a ba b_ab_ab 
' 也 即 In 忆 EW 


(3) 设 F(z) 一 aretanz, 则 /(z) 在 [a, 妃 上 连续 ,在 (4b) 内 可 导 , 则 存在 sE (a,) 使 得 全 二 人 中 一 


arctanbp—arctana 1 
了 诡 , 即 一 一 一 一 一 一 I+ 


b—a 1+8 
|arctanb—arctana | 夺 |b—al. 
10. 设 函 数 /(z) 在 [0, 1] 上 连续 , 在 (0,1) 内 可 导 . 试 证 明 至 少 存在 一 点 sE (0,1) 使 (8) 二 
28[f(1)—f(0)]. 


， yb AD— FO0)_ FD fr) 
证 明 待 证 结论 恒 等 变形 为 站 一/ py 


,从 而 arctanb 一 arctana (b :而 | (6 一 q) | 三 16 一 al, 所 以 


1 
1 十 多 


， 故 设 g(z) 二 zz, 对 f(z),g(z) 在 [0, 1] 
上 


上 应 用 柯 西 中 值 定理 ,存在 sE (0,1) ,使 得 六 了 D 一 AcC0) -万 (人 ,从 而 
g(1)—g(0) g (8) 


f(D—/O) 
1 

注 也 可 令 F(x) 二 f(x) 一 x?[/(1) 一 f(0)], 利 用 罗 尔 定理 证 明 . 

提高 题 

1. 设 函 数 /(z) 在 [0,1] 上 连续 , 在 (0,1) 内 可 导 , 且 /(0) 二 0,/(1) 二 1. 证 明 : 

(1) 存在 &E (0,1) ,使 得 /( 外 ==1 一 é&; 

(2) 存在 两 个 不 同 的 点 7,r€E (0,1), 使 得 (Df 了 (CD)=1. 

证 明 (1) 令 (zx) 二 f(x) 十 x 一 1, 则 F(z) 在 [0,1]J 上 连续 , 且 

F(0) = F(0) 十 0 一 1 = 一 1，FG) = /GD) 十 1 一 1 一 1， 故 F(0).。F(1) 一 0. 

由 零点 存在 定理 存在 &E (0,1) ,使 得 F(9 一 0, 即 F(5) 一 1 一 已 

(2) f(z) 在 [0, 钉 上 连续 ,在 (0,&) 内 可 导 , 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 存在 7E (0,5) ,使 得 (7) 一 
/9 一 上 0) 1 一 6 

Er 


A 即 f(8) = 2 红 FG1) 一 /0)]. 


E—0 
又 f(z) 在 [&,1] 上 连续 ,在 (&,1) 内 可 导 , 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 存在 r€ (8,1), 使 得 / (7) 二 
AD= A 
1 一 1 一 和 


综 上 得 广 ( 疙 F(r) 一 1. 

2. 已 知 函 数 /(x), g(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a.b) 内 可 导 , 且 f(a) 二/(5) 二 0, 试 证 : 在 (a,5) 内 至 少 存 
在 一 点 &, 使 得 

(6 十 FS)sg (CS) 一 0， SGE (a,b). 

证 明 令 F(z) 二 f(z)e 中 , 则 F(z) 在 [a,b]j 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 且 Fa) 王 F(CO) 一 0. 由 罗 尔 定理 ， 
存在 sE (a,6) ,使 得 已 (9 一 0,， 即 ese ( 广 (9 十 FS)g (各) 二 0, 从 而 有 (人 十 f(g (9 一 0. 

3. 设 函 数 /(z),g(z) 在 [a,b]J 上 二 阶 可 导 且 存在 相等 的 最 大 值 . 又 f(a) 二 g(a),f(5) 二 g(5). 证 明 : 
(1) 存在 wyE (a,6b) ,使 得 F 力 一 5(7; (2) 存在 SE (a,b) ,使 得 (和 9==g (8). 

证 明 (1) 函数 /(z),g(z) 在 [a,b] 上 连续 , 故 可 设 /(x) 在 ELa,b]j 处 取得 最 大 值 1/(&) 二 Mg(x) 
在 名 ELa,] 处 取得 最 大 值 g(&) 二 M. 

车 驻 二 旬 , 则 取 计生 一 名 ,有 f(D 二 gC7D. 

车 全 二 &, 令 F(z) 二 f(z) 一 g(xz), 则 F(z) 在 [& ,5&] 上 连续 , 且 

F(&) = /5) 一 g(6) = M—g(§)>0, F(€)= f/f(6)—g(&)= f/f(&)—M<o0, 

由 介 值 定理 ,存在 JE (&, 龟 )C(a.b), 使 得 F(D=0. 即 f(D)=g(7D. 

(2) 设 F(z) 二 (zx) 一 g(x), 则 F(z) 在 La, 区 上 连续 .在 (a, 巷 内 可 导 , 且 F(a) 一 F() 二 0. 由 罗 尔 定理 ， 
存在 hE (a,D, 使 得 F'(m)==0; 
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同 理 ,F(x) 在 [wy,5] 上 连续 ,在 (y,5) 内 可 导 , 且 F(5) 二 F() 二 0. 由 罗 尔 定理 ,存在 加 E(w,5), 使 得 
F'(m)=0; 

F(z) 在 [mn ,加 J] 上 连续 ,在 (为 ,加 ) 内 可 导 . 上 且 已 (六 ) 一 已 (办 ) 一 0. 由 罗 尔 定理 ,存在 SGE (六 ,六 ) ,使 得 
及 (9 一 0. 


4. 设 函数 f(z) 在 区 间 [0,1] 上 具有 二 阶 导 数 , 且 f(1) 过 0， lim 信号 <0, 证 明 ， 


六 
(1) 方程 f(z) 二 0 在 区 间 (0,1) 至 少 存在 一 个 实 根 ; 
(2) 方程 FCz) PCz) 十 ( 广 (z))2 一 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 存在 两 个 不 同 实 根 . 


证 明 (1) 根据 极限 的 局 部 保 号 性 的 结论 ,由 条 件 lim 全 节 <0 可 知 , 存 在 0<6<1, 及 ziE(0,5) ,使 


得 f(x1) 二 0. 由 于 f(z) 在 [x ,1I 上 连续 , 且 f(z)*，f(1) 过 0, 由 零点 定理 ,存在 EE€ (zi,1)C(0,1), 使 得 
f( 稀 二 0, 也 就 是 方程 f(z) 二 0 在 区 间 (0,1) 至 少 存在 一 个 实 根 . 


(2) 由 条 件 lim £2 <o 可 知 /(0) 二 0, 由 (1) 可 知 /(&) 二 0, 由 罗 尔 定理 ,存在 7€ (0,6), 使 得 


f(D=0. 

设 F(z) 二 f(z) 了 (x), 由 条 件 可 知 F(x) 在 区 间 [0,1] 上 可 导 , 且 FF(0)==0,F( 和 二 0,F() 二 0, 分 别 在 区 
间 [0,],[y,; 句 上 对 函数 F(z) 使 用 罗 尔 定理 , 则 存在 全 E (0,)C(0,1) ,名 E(y, 人 CC(0,1) ,使 得 与 关 6， 
(所) 二 FPF(&) 一 0, 也 就 是 方程 fA) 了 (x) 十 (了 (x))?* 二 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 存在 两 个 不 同 实 根 . 

5. 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 且 Fo0)=0, 但 当 zE(0,1) 时 ,FCz) 二 0, 求 证 : 3sE (0,1)， 
使 2016 “fd_f(1-O 

5) (1 一 旬 “ 

证 明 设 F(z)=f2%(z)。，f(1 一 z), 则 FF(0)==F(1)==0, 且 F(x) 在 [0,1]J 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 由 
罗 尔 定理 , 了 seE (0,1) ,使 FC(8)=2016f25(8 (10 一 自 一 /9%( 和 1(1 一 =0. 

又 因为 zE(0,1) 时 ,FCz) 二 0, 所 以 

2016 .Pb 。fFd 一 9 一 /9 .Fi-9= 0, 即 2016 © 人 

6. 设 F(z) 在 (一 co ,十 c=) 上 可 导 , 并 且 满 足 (CO)s0,lim /7(z) 一 十 co. 试 证 ， 

(1) 存在 SEE( 一 cc,0) 和 名 E(0, 十 cc) 使 得 F(6) 一 2014 一 Fe); 

(2) 存在 sE (& ,名 ) 使 得 /9 十 大 (9 一 2014. 

证 明 (1) 由 lim7(z) 一 十 =, 取 M 一 2014, 则 存在 X>0, 当 |z| 三 X 时 ,FCz) 之 2014. 

令 FCz)=(z) 一 2014, 则 F(z) 在 [一 X,X] 上 连续 , 且 

下 (一 X) = /(—X)—2014>0, F(X)= /(X)—2014>0, F(0)= /(0)—2014<0, 

所 以 F( 一 X)F(0)<0,F(X)F(0)<0. 

由 零点 定理 知 ,存在 和 E( 一 cc,0) 和 &E(0, 十 co) 使 得 F(S) 一 0 一 F(&), 即 F(5) 一 2014 一 Ce) 

(2) 构造 辅助 函数 B(x) 二 (f(x) 一 2014) ,zxEL& :名 ], 则 

G(x) 在 [5 ,名 ] 上 连续 ,在 (5 名) 内 可 导 , 且 B(5$) 一 B( 旬 ) 二 0. 由 罗 尔 定理 ,存在 &E (5 ,5 ) 使 得 @ (9 一 
0, 即 @ (9 一 e(CFC9 十 广 (9 一 2014) 天 0. 由 此 可 得 f( 和 十 f (8) 二 2014. 

7. 设 函 数 F(z) 在 [一 2,2] 上 二 阶 可 导 , 且 | f(x)| 志 1,f( 一 2)==f(0)==f(2). 又 设 [f(0) 了 十 [了 (0)J* = 二 4， 
试 证 : 在 (一 2,2) 内 至 少 存在 一 点 ,使 F(5) 十 六 (6) 一 0. 

证 明 设 F(zr)==[f(z) 玫 十 [了 (zx), 则 F(z) 在 [一 2,2] 上 可 导 . 

由 于 f(x) 在 [一 2,2] 上 可 导 及 /一 2) 王 0)= 2) ,所 以 存在 acE (一 2,0) 及 45E (0,2) 使 得 f(a) 二 
了 (5)==0. 由 此 可 得 F(a)==[fCWD 了 二 [了 (OD 二 1,F(6)=[fOWF+LF (WPS. 

由 题 设 F(0)=4 知 ,F(z) 在 [ae: 刀 上 的 最 大 值 M 必 在 (a.5) 内 取 到 , 即 存 在 sE (a.5), 使 得 F(8) 一 M， 
从 而 己 (5 王 0, 即 六 SCLFC9 十 天 (6] 一 0. 由 于 F(5 王 [LFC9 了 十 [六 (9 平 亿 FCO) 王 4, 而 FG6 委 1, 所 以 有 


了 (各 关 0, 由 此 可 得 f( 全 十 了 (外 二 0(&€ Ca 六 C( 一 2,2)). 


3.4 课 后 习题 解答 个 


习题 3.2 
1. 利用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 : 
Sin3 工 二 一 二 ey 
(1) limensz’ (2) ln yr (3) lim 了 
OY (5) lim2 一 于 (0) limtane 
(一 27) ra 一 Q 一 Si 
2 
In| ji 三 ) 1 
(7) lim 二 (8) lim-ane ; (9) lim -2 
r+" aArccotzr an3 ze0+ COtX 
(10) lim sinzlnz; (11) lim (VETRTFrtl—z); (12) lim (入 
Pe + lr ee 
(13) lim(1 十 sinz) 二 ; (14) lim (二 aeanz) ， (15) lin(H: ) 了 
0 to x z=0\ 2 十 工 
全 
(16) limzser . 
0 
sin3z 3cos3T 3 
解 (1 上 tan5z doseci5z 5 
bs er 3 1 
2 lye 一 四 一 四 站 本， 
一 erz 无 穷 小 代 换 
(3) limS- 一 
0 Sin 
0 COS 工 0 
lnsinz _0 sinz 0 1 
的 lay la Dr 8 srt 
至 di 
-1 
(5) 当 a 关 0 时， 原 式 一 lim 一 到 on"， 
ra NT n 
0， 7 一 7 
当 a=0 时 , 原 式 =(1,， mm 一 2 
co， m<n; 
2 
(6) limtanz 一 工 0 imsec 2—1 tan’z 2， 
0T— Sinz zral—cosr zol—cosr rol » 
了 
m 人 (+ 过) 二 -点 
(7) lim 二 im lim 一 二 一 一 1; 
xz 二 co arccotr x+=arccotr e+™m_ 1 
1 十 好 
sinz eg 
(8) lim tanz _ |im_ COsz mm coS3 工 . Sinz lim 二 3sin3z i sinz _ sm 2 1 
tan3z x Sin3zx xCOsST sin3r sine | singr 3x 
Fad 2 和 2 sn 7 
ce 1 
a a 
CO lin i 
ot+ COtX PE 


(10) lim sinz。lnz 一 lim zlnz 一 0; 
0t zot 


3 
GD lim (Yr Te TrTI = lim *( /了 + 二 + 本 1] 
z+ :3 工 
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ol 下 
Imz "可 (二 + 冯 + 豆 ) ; 


0 三 FE 
/ee 1 通 分 er:(e 一 1)—zx_ |,. er—Ee—zr_ |. 2er—e—l1 |,. 4e*—e 3 
Bi 和 人 | a ME ER 
ndltsine) lim 2 
(13) 原 式 一 ime 一 ee 
(14) lim (二 sen = lim ete (ten arctanr~ 人 aretanz 一 1 
+ +o 区 A 
i (en 1) 0 
一 上 (= :0 型 化 为 5 型 ) 
全 arctanr 一 1 
lim 三 一 一 一 
一 e+ ( 洛 必 达 法 则 ); 
1 
lim 1 
z+m 一 二 2 
王 泡 汪汪 
-ee_l1 
lim De) —In(2+z) PE 
(15) 原 式 =limesstn3-e -In(2+D] 一 er0 z er = 
0 
和 全 
(16) 令 开 一 士 , 则 原 式 一 lim 一 lim 竹 一 十 
十 oo 一 +c 1 
i mete 5, 求 常数 m,n 的 值 . 
解 因为 lim(z 一 1) 一 0， Whim 5， 所 以 lim( 妆 十 mxz 十 蚊 一 1 十 丸 十 2 一 0 由 洛 必 达 法 则 得 
lim= mt Hm 二 5, 从 而 得 m= 二 3,n 二 一 4. 


zl XT—l1 1 1 
3. 验证 极限 limz 二 sinz 存 在 ,但 不 能 由 洛 必 达 法 则 得 出 ， 


将。 i (1 中 二 


Pe + 工 


而 用 洛 必 达 法 则 ,有 lim zs 一 lim (1+s) 不 存在 . 这 验证 了 Jim 人 (加 不 存在 ， 但 lim 全 


t+ -so 
存在 . 
设 /Co) 二 阶 连 续 可 导 , 求 lm 人 二 全 一 2 二 人 一 全 
解 原 式 二 lim 人 CH Ge DN Ca De Mea) pn). 
0 0 2 
人 天 0， 
5. 设 /(z) 具 有 二 阶 连续 导数 , 且 (0) 一 0, 试 证 «| z 
f(0) z=0 
可 导 , 且 导 函 数 连续 . 
证 明 由 已 知 limg(z) lim £2 lm = 全/(0) 一 g(0), 故 g(x) 连续 , 且 当 zz 天 0 时， 
pe -2 (2 i 
Cr) 全 
gf(0) lim &Cz) —80) lim_ 一 7 lim fcz) 一 z7 (0) 
0 工 一 0 z=0 工 0 EE 


A 1) RN 2) 1 po) 


pe 2z ro0 2 


当天 0 时 ,g (x) 显然 连续 .而 


3.4 课 后 习题 解答 个 


ji 三 人 FD oy = 00s 
0 0 2 
所 以 8 (Cz) 在 点 z= 一 0 处 连续 ,从 而 De 
i 人 
二 (1 十 z)= | ，xz 关 0， 
6. 讨论 函数 f(z) 二 [= ] 在 z 二 0 处 的 连续 性 . 
FE 尝 三 从 
er 二 一 ln(1 十 z) 一 1 I Et 
解 IC 一 四 [去 GT | [= ] 一 er 7 
-1 
lim lnCI 十 z 一 天 lin 下 lim 
人 er Ee =e#=f(0). 
所 以 f(z) 在 z=0 处 连续 . 
提高 题 
1 . 求 下 列 极限 : 
Pg i 
(1) lim ‘+ (a>0); (2) tim (SS) (3) lim (cos VZ)3,; 
0 0 
(4) lim (zz 一 1) 志 ; (5) lin me Sih (6) lim(tanx) mr. 
to 工 一 sin 
x 
解 (1) 这 类 题 应 先 变形 ,再 等 价 无 穷 小 代 换 或 用 洛 必 达 法 则 . 
x = 要 直 二 。 
本 和 = 3 [se :| li (122) a Li En(H#F) 一 1 
a 0 zi et x pz] 二 
3 
i zln(1+ 译 】 ， 1 
im lim 一 一 一 一 一. 
0 区 0 ZX a 
tm 持 引 = lm LE! lim Lln2 In2 
(2) 属于 1= . tim( 下 er 人 mo 7 ror 2 一 区 
tm 全 [ov 中 lim (一半 
(3) 属于 1”. lim (cos VT)# =—e 一 (7) 一 2 
0 十 到 
二 8 
lm 二 na(zz 一 ! lim lim lan 
(4) lim (DE ) 6 一 e+ 一 e+ ™ 
了 
1 
lim 1 lim 到 一 1 lim 让- 一 1 1 
人 etm 二 cn 汪汪 
e 
号 coOs 工 [1 一 (1 十 zz)cosz] 
(5) 1 arctanzr— sinz 1 IT a 1i LE 
2 一 sinz 0 1 一 co a l—cosz 
m+ )cosz] 1 本 于 
1 一 cosz “lim (es 1) 
liml— +z ) cos 工 1i 一 2zcoszr 十 (1 十 zz )sinz 
0 1 0 后 
2 
三 秆 2zcosz | Jim(l+tz’)sinr_ 2 十 1 1 
z=0 0 这 
lin ~ lim ax 一 cez 。 
(6) 属于 1 . lim(tanr)mrtmz 一 er 了” 一 em 子 一 e 4 


A 
er 
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2. 设 函 数 f(x) 二 zx 十 aln(1 十 zx) 十 brsinr,g(X) 一 kz, 车 f(x) 与 g(x) 在 zx 一 0 时 是 等 价 无 穷 小 , 求 a， 
5,k 的 值 . 


解 ” 因 为 /(z) 与 g(x) 在 x0 时 是 等 价 无 穷 小 ,所 以 lim nf = 


2 一 1 
mi ai ( 洛 必 达 法 则 ) 
Me z=0 kr 
i 1 十 人 十 psinz 十 prcosz 
0 3kr’ ， 
因为 lim3kx* 一 和 所 以 有 lim 0, 即 1 十 a 十 0 二 0, 得 a= 一 1. 
二 2bcosr 一 pzrsinz 
| 2 Qtr) - a 
原 式 = lim ee ( 分子 的 极限 为 0, 得 4 3) 
2 ; 
2bsint 一 psinz — br cosz 
_ EE 二 衣 福 二 三 二 了 
多 1( 得 4 一 一 到 
卫生 二 和 三 二 ,三 
所 以 a= 一 1,6 zk 3 
习题 3.3 
1. 将 /(x) 二 xe” 展开 成 n 阶 麦克 劳 林 公 式 . 
解 直接 法 “利用 求 积 的 高 阶 导数 的 莱 布 尼 茨 公式 ,得 
f® x)= (ev r+n(e) "TV +0 = (rin), 
轩 nm) 0) 1 i i 
于 是 f(0)=0, fm(0)=n,ao = 二 0,a， pT GT (n 二 1,2,…), 余 项 
. ey Htl nt Dn 
R(x) ee Cat T (O00O<1)s 
因此 ,f(z) 的 nn 阶 麦 克 劳 林 公式 为 
" Be 了 ，e(br 十 2 十 1) .hn 
jz) 一 工 十 z 十 机 re Co Tb. ~ (0<0<1), 


或 具有 佩 亚 诺 余 项 的 阶 麦克 劳 林 公式 为 


3 
f(x) “二 全 相亲 直人 所 不 寺 三 了 ToCz)， 


间接 法 “利用 ee 的 2 一 1 阶 麦 克 劳 林 公式 ,可 间接 得 到 函数 ze 的 n 阶 麦 克 劳 林 公式 
zer z[1+z+ 下 二 二 二 


-1 a EM r™ 
Govtto )] 区 丰 蕊 + 于 tt toe). 


2， 当 一 一 1 时 , 求 丽 数 /(z) 一 士 的 阶 泰勒 公式 . 


1 一 1 
解 f(z)=y f(D= 二 = F=f =D 


CD 一 三 ,AD 一 一 2 (2) Ro D=C Dl! 


1 > WO fad © 
喜 二 三 (zDD (sz + 
3. 按 zx 一 4 的 乘 竹 展开 多 项 式 f(z) 一 x 一 5x; 十 zx? 一 3z 十 4. 
解 f(4)==4 一 5X4 十 人 一 3X4 十 4 二 一 人 十 4 十 4 二 一 563 
f(x)=4r—15r’+2r—3, f(4)=4X4 


太 (z) 一 12z2 一 30z 十 2， 


Ct 


15X4+2X4—3=21; 
f=12X4:—30X4+2=74; 


3.4 课 后 习题 解答 人 


(z) 一 24z 一 30， f°(4)=66; Fo (z) 一 24. 
故 f(x) 二 一 56 十 21(x 一 4 一 37(zx 一 4)? 十 11(zx 一 4)? 十 (zx 一 4). 
4. 利用 泰勒 公式 求 下 列 极 限 : 


(1) lim 一 Se， (2) lim [= 一 =m(+ 二 ). 


2 二 


3 
解 (1) sinz 一 zx 一 有 十 oC2) , 故 


3 3 
3 汤 I 一 二 十 o(z3) 并 十 o(Czs) 
L SInDZ 加 31 31 
lim 时 lim 本 lim 3 
z=0 0 车 0 于 6 


2 3 
(2) 当 z->0 时 ,ln(1 十 z) 一 xz 一 Fo 


区 
了 二 
zz 时 ,ln(1 + | 2 村 s+°( =)， 


也 这 es 
故 
1 7 
如 ce 人 + 二 )- 各 :二 -站 + 到 +( 直 )) 
. WW 1 i 
Jin (= 冯 二 过 to(z)) 2 “ 
提高 题 
1. 当 z0 时 ,e* 一 (ax? 十 br 十 1) 是 比 xz? 高 阶 的 无 穷 小 , 求 a,b. 
2 
解 二 1 十 zx 十 守 十 o(x), 故 
2 
一 (az?+bz+1)=1 二 z 十 革 十 0(x?) 一 (az* 十 bx 十) 一 (1 OOz 十 ( 冯 4) tor’) oCz2 )， 
则 1 一 4 0, 故 0 一 1,a 1 
Bs 


2. 设 f(x) 在 [一 1,1]J 上 具有 三 阶 连续 导数 , 且 /( 一 1)==0,f(1) 二 1, 了 (0) 王 0. 证明 : 在 (一 1,1) 内 至 
少 存在 一 点 ,使 得 产 (6) 一 3. 
证 明 将 /f(z) 在 z=0 人 处 展开 成 二 阶 麦克 劳 林 公 式 
flz) = Fo) 十 疡 (0)z 十 LO + Le, 


f(D) = IOFIFOFLD + LD, Ee C0 


f(—1) = /00) f+ OD Fw, pe hs 


故 f(D 一 /( 一 D + ,en) HA"(p))=1, 于 是 (pm) 十 /Cp)=6. 
因为 f(z) 在 [一 1,1J 上 具有 三 阶 连续 导数 ,所 以 挛 (z) 在 [六 , 思 ] 上 连续 ,能 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 


mm, 即 
mS EM m<rFm 过 ML 


于 是 
2m< DF) SM < et Mm. 


由 挛 (z) 的 连续 性 知 ,存在 6E [ 闻 ,9]C(0.1) ,使 得 挛 ( 提 一 万 CD 二 三 Ge) 一 3， 
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3. 求 limcosz 一 和 ) 
0 
解 cosz 一 1 一 直属 二 ol?)， ln(1 十 z2) 一 z2 十 o(z2)， V1 二 1 十 二 一 于 十 o(Cz2 ) , 故 
oe TE 十 5 i 一 二 之 十 oz2) 
lim SS 一 im 一 lim -一 Lb 
下 Vl+tz—l— sz 大 二 这 =1 DT wi 8 oC) 
2 
。 十 2cosz 一 3 
4. 求 lm 一 
解 1 十 寺 z+ 十 o(z')， cosz 一 1 一 吉 民 十 让 十 o(x!), 故 
2 i+ 有 2 lt+2 ji 
im® +2cosr—3_ 1 2 ”4 
二 
2 
2 二 而 7 
z=0 12° 


tan(tanz)— tan(sinz) 


5. 求 lim = 
0 工 一 Sin 
解 ”解法 本 tan(Ctanz) 一 sin(Csinz) _ im [tan (tanz) 一 tan(sinz)] 十 [tan(Csinz) 一 sinCsinz)] 


0 工 一 Sin 


工 一 Sin 


nn 


= tan(tanz) 一 tan(sinz) 有 tan(sinz) 一 Sin(sinz) 


0 ZI—sinr 0 工 一 Sinz 
一 limsecze 。 tanz 一 sinz Fi tan(sinr) [1—cos(sinz)] 
0 i x0 ZX—sinr 
1 ;js 
tanz 一 SinZ vi di 
lim: tli p 
20 工 一 Sinr 0 工 一 Sin7 
Ee 
J tanzx -> cosZ] ji 2 
0 —sinz 0T— Sinr 
Es 二 二 才 
lim 十 lim 3 十 3 一 6 
一 1s ols 
6™ 6 
解法 二 ”因为 tanz 一 z 十 言 避 十 0 如) vsinz 一 zz 一直 四 十 oo) ,所 以 
tan(tanz) 一 tanz 十 本 tamz 十 oz) sin(sinz) = sinz 一 下 sinmz 十 oz)， 
并 一 sinz 一 下 十 o(zs)， 
所 以 


二 sins zo(z’) 


tanz 十 a= sinz 


3 


Li tan(Ctanz) 一 sinCsinz) 
im 


ee] ZI— sinr 


lim 
x0 


1 3 
6 二 2 Ti 


tanz 一 sinz ，tansz | sin zx ，oCzs) 
3 ' 5 十 5 十 3 
3 6 这 


1i 
pe ox) 


3.4 课 后 习题 解答 © 


6. 设 f(x) 二 zx?sinz, 则 Fl5 (0) 一 


解 jzol5 (z) 一 (sinz)62015) z2 十 2015(sinz)Co0 。 2 二 22 Csinz)eo 而 得 
=(sinz) 9 z+2015Csinz) em 。2z 十 2015。2014 ; sin (x+2013 : 至) “2, 
eol (0) = (sinz) 5 » 0+2015(sinz) 2 。 0+ sin (0+2013 。 地) .2 
= sin( 0 十 2013 5 皇 ) . 2 一 2015X 2014. 
7. 已 知 函 数 f(z) 一 了 于 二 ; 则 Je (0)= 


解 ” 由 函数 的 麦克 劳 林 级 数 公式 : /(z) 二 》) Fe, 知 fm (0) 一 mla ,其 中 mn 为 展开 式 中 zx" 的 


二 一人 


系数 . 由 于 f(x) 让 1 一 屏 十 尺 一 … 十 (一 D)"zzm 十 …zE[ 一 1,1], 所 以 Fo (0)=0. 
习题 3. 4 
1. 求 下 面 函 数 的 单调 区 间 与 极 值 : 
(1) f(z)=27x’—6zx’—18zx—7; (2) f(z)=z—lnr; 
(3) f(z)=1—(z—2)$; (4) f(z)=|z|(r—4). 


解 (1) 取 f(z)=6zx? 一 12z 一 18==6(x 一 3)(z 十 1)=0, 得 z= 一 1,z=3. 
当 xz>3 或 x 过 一 1 时 ,f(z) 之 0; 当 一 1<zx<3 时 ,六 (zx) 过 0. 故 单 增 区 间 ( 一 1, 一 吕 ),(3, 十 吕 ); 单 减 
区 间 为 [一 1,3]. 极 大 值 /( 一 1)==3, 极 小 值 /(3)== 一 47. 


(2) F(z) 一 z 一 Inz, 定 义 域 (0, 十 co). 令 (x) 一 1 一 二 一 0, 得 z=1. 


当 z 之 1 时 了 (zx) 过 0; 当 zx 之 1 时 ,了 (z) 之 0. 故 单 增 区 间 (1, 十 2); 单 减 区 间 为 (0,1]J. 极 小 值 FG1) 一 1. 


(3) f(z) : (z 一 2)- 寺 : 2 当 z<2 时 ,f(x) 之 0; 当 z>>2 时 ,了 (x) 过 0. 所 以 , 单 增 
Fe 
区 间 为 (一 < ,2) , 单 减 区 间 为 (2, 十 ce) , 极 大 值 为 /(2)==1. 


22 一 4z， xz>0， 2z 一 4， xz> 
(4) F(z) 一 f (0)= 
—2zx+4，z< 


0， 
(0) 不 存在 . 
—Zz: 二 4z7， ZX<0; o,f 存 


当 xz<0 时 ,了 (xz) 之 0; 当 0<zx<2 时 , f(x) 过 0; 当 xz>2 时 ,了 f(x) 之 0, 故 单 增 区 间 ( 一 0,0),(2, 十 2); 
单 减 区 间 为 (0,2]. 极 大 值 F(0) 王 0, 极 小 值 F(2) 一 一 4. 
2. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 


二 ,32.2 一 27 ， 
(WY Fz)= 7s (2) f(z) I 
(3) f(x)= V2T rx— 2 (4 RE 人 ee 


解 (1) f(z)=3z’? 一 6z. 令 1(z) 一 3z2 一 6z 一 0, 得 驻 点 zx 一 0,z 一 2. 

本 题 的 二 阶 导数 比较 容易 求 ,而 且 形 式 简单 ,因此 用 第 二 充分 条 件 . 六 (z) 一 6z 一 6, 故 : 
大 (0) 6,f(z) 二 x 一 3Zz? 十 7 在 x 二 0 处 取得 极 大 值 FC0) 一 7; 

(2)==6,f(z) 二 zx 一 37? 十 7 在 z==2 处 取得 极 小 值 F(2) 一 3. 


Sle) = Sl S12) 
Ct (GE 和 ” 


(2) f (x) 令 f 了 (zr)=0, 得 z= 一 1,x=1. 
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本 题 的 二 阶 导数 求 起 来 比较 麻烦 ,判断 驻 点 处 的 二 阶 导 数 符号 也 麻烦 ,因此 用 取得 极 值 的 第 一 充分 
条 件 . 

当 z<< 一 1 时 ,PCz) 一 0; 当 一 1<z<1 时 , 广 (z) 过 0. 故 f(x) 在 z= 一 1 处 取得 极 小 值 f( 一 1)= 一 1. 

当 一 1 过 x 过 1 时 ,六 (z) 二 0; 当 z>1 时 , 广 (z) 一 0. 故 f(x) 在 z==1 处 取得 极 大 值 f(1)=1. 


1 1 一 2z 这 
(3) 函数 的 定义 域 为 [一 1,2]. 广 (z) 一 本 ef 0, 得 x 二 二 - 


当 一 1<z< 寺 时 , 广 Cz)>>0; 当 于 <z<2 时 ,f(z)<0. 敬 f(z) 在 x 一 去 处 取得 极 大 值 a 

(4) f (zx)=2xe *—zxe =zxe “(2 一 xz). 令 f(z)==0, 得 z=0,z=2. 

当 xz 过 0 时 ,了 (x) 二 0; 当 0 二 xz 达 2 时 ,了 (zx) 这 0. 故 f(x) 在 z=0 处 取得 极 小 值 FC0) 一 0. 

当 0 二 x 过 2 时 ,了 (zx) 之 0; 当 xz>2 时 ,了 f(x) 二 0. 故 f(z) 在 zx=2 处 取得 极 大 值 F(2) 一 4e-:. 

3. 试 证 方程 sint 二 x 只 有 一 个 根 . 

证 明 令 f(z)==zx 一 sinz, 其 定义 域 ( 一 oo, 十 oo). 

一 方面 ,f(x) 在 [一 2,2] 上 连续 , /( 一 2)== 一 2 一 sin( 一 2) 过 0, (2) 王 2 一 sin(2) 过 0, 由 零点 定理 ， 
f(z)==x 一 sinz==0 在 [一 2,2] 上 至 少 存在 一 个 根 . 

另 一 方面 ,六 (zx) 二 1 一 cosx 宇 0, 且 广 (z) 不 恒 等 于 零 , 因 此 F(Cz) 在 (一 cc ,十 cc) 上 单调 增加 ,7FCz) 一 
2Z 一 sinz 一 0 在 (一 co, 十 co) 至 多 有 一 个 根 . 

故 /(z) 二 x 一 sinr 二 0 有 且 仅 有 一 个 根 . 

4. 已 知 7(z) 在 [0, 十 c=) 上 连续 ,车 /(0) 一 0，(z) 在 [0. 十 c=) 内 存在 且 单调 增加 ,证 明 人 在 
(0, 十 ce) 内 也 单调 增加 . 

证 明 令 F(z) 一 全 ,ze (0, 十 co), 则 


wi zf fz) _ zf (zx)—[f(x)— /60)] 
F(z) zr rx 


zf CD zf (0) SEE (0z) zr(f (zx) /©) 二 0 
T TI 


故 F(z) 一 人 加 在 (0, 十 =) 内 也 单调 增加 
5. 证 明 下 列 不 等 式 : 
2 
CD 11> VITE >0 (2 xz- 写 <n0+a<z,z>0 (8) e>er, x>l. 


证 明 上 面 三 个 题 都 可 用 泰勒 公式 做 ,还 可 用 单调 性 做 . 
(1) 本 题 用 单调 性 做 
Fa = 1 二 一 本 


和 
1 


f(z) 一 去 一 去 >0, zr€(0,+%), 
则 F(z) 在 zEL0, 十 cc) 上 单调 增加 , 即 对 任意 z>0,F(Cz) 二 F(0) 一 0, 从 而 对 任意 >0,1 十 二 > WV1I 十 z. 


(2) 令 /CD 一 InGl 二 z) 一 z 十 于 , 则 /(z) 在 [0 十 =) 上 连续 ,而 且 


1 1—1+zx’ x 
Ch 1+z 1+x 
因而 jz) 在 L0, 十 cc) 上 单调 增加 , 当 z>>0 时 ,F(z) 二 7(0), 所 以 


-2 2 
ln 十 z) 一 z 十 洒 >>0(Cz>>0) ,因而 In(1+z)>z— 志 (zx>0). 


>>0 (zr> 0),， 


3.4 课 后 习题 解答 © 


另 一 方面 , 取 g(x)==In(1 十 xz) 一 zx, 则 g (zx) 和 1 一定 -<0,8(z) 一 In(1 十 zx) 一 xz 在 [0, 十 2) 


2 
上 单调 减少 , 当 xz 二 0 时 ,g(xz) 二 g(0)==0, 即 ln(1 十 zx) 二 zx. 所 以 有 sn(Tt x, Zz>0. 


(3) 设 f(x)=e 一 ezr, 则 f(x)=e@ 一 e. 
当 z>1 时 ,PCz)>0, 所 以 F(z) 在 (1, 十 cc) 上 单调 递增 , 故 f(x) 二 f(1)==0, 即 当 xz>1 时 ,e* 之 ez. 


6. 试问 o 为 何 值 时 ,7(z) 一 asinz 十 二 sin3z 在 zx 一斑 处 取得 极 值 ? 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 并 求 出 此 
极 值 . 
解 f(x) 二 acoszr 十 cos3z, 因 在 二 写 处 取 极 值 , 则 /( 3) acos 了 cosr 一 本 4 1 王 0, 于 是 得 


a=2. 且 f(x)== 一 2sinx 一 3sin3z, 故 7( 3 ) 2sin 和 3sinr w\3 一 0, 函 数 Crz) 一 2sinz 十 二 sin3z 


在 zx 一 于 处 取得 极 大 值 , 极 大 值 为 了 (本 ) 一 V5. 


高 题 
1. 证 明 x 之 0 时 , (xz? 一 Dlnz 宇 (x 一 1)*. 
证 明 令 g(z)=(zx? 一 1)lnz 一 (x 一 1)?,x>>0, 则 
1 


zr 


GD =0; W(z) = 2Inz 十 1 十 于，WGD 一 2>0; 


往 


gf(z) 一 2zlnz 一 z 十 2 一 


= 
(2) = D 


当 0<z<1 时 , 风 (z) 一 0; 当 1<z 二 十 co 时 ,多 (z) 二 0. 故 多 (1) 为 多 (z) 极 小 值 也 是 最 小 值 ,因而 当 
Zz>0 时 , 凶 (z) 二 (1) 一 2>>0. 故 Y(z) 单 调 增加 .由 8f(1) 一 0 得 0<z<1 时 ,9 (z)<0; 当 1<z<< 十 cc 时 ， 
g (x) 之 0. 因此 g(1)=0 是 p(x) 的 最 小 值 ,得 xz>0 时 ,gp(z)g(1)=0, 即 (x 一 DInz 宇 (zx 一 1)?. 

2. 设 z>0 时 ,方程 kz 十 十 一 1 有 且 仅 有 一 个 实 根 , 求 的 取 值 范围 ， 


解 令 f(D) 一 如 十 吉 一 1 则 (2) 一 一 言 , 当 hkZ0 时 ,Gz)<<0,f(z) 是 减 丽 数 , lim /(z) 一 十 co， 
a 


一 co &< 0， 
lim AD 故 FCz) 在 (0, 十 cc) 内 有 唯一 根 . 
Pe 一 1， &=0, 
当 A>0 时 , 令 /Co 一 0, 得 唯一 驻 点 , z 一 /二 ,讨论 如 下 ， 
| 半 | 六 QE) 
(6 村 本 二 
f(z) < 0 村 
f(x) 六 


3. 证 明 方程 1 一 z 十 亏 一 过 十 艺 一 0 无 实 根 . 


他 第 3 章 微分 中 值 定 理 与 导数 的 应 用 


| 


2 3 
令 F(z)=0, 得 z=1. 而 (xz)=1 一 2x+3x?， 六 (1) 一 2 过 0. 


(如) 在 二 1 处 取得 唯一 的 极 小 值 ,也 就 是 最 小 值 /(1) 二 >0.f(0)=1 邱 十 工 的 最 小 值 


证 明 令 f(z)=1 一 z 十 十 村 ,zE (一 cc, 十 co), 则 六 (站 ) 一 一 1 十 z 一 好 十 也 一 (z 一 1D)C1 十 也 ). 


大 于 零 , 故 方程 1 一 z 十 二 一 所 十 芋 一 0 无 实 根 . 


4. 已 知 方程 Fei- 一 圭一 人 在 区 间 (0.1) 内 有 实 根 ,确定 常数 & 的 取 值 范围 
me 


i 二 厄 一 二 EC0,D, 则 


fx) 下 1 _ (1 十 z)lnz(1 十 z) 一 2 
(1 十 z)ln2(1 十 z) x’ 22(1 十 z)ln2(1 十 z)“ 


令 g(z) 一 (1 十 z)ln2(1 十 z) 一 z, 则 g(0) 一 0,g(1) 一 2ln22 一 1. 
gz) 一 ln2(1 十 z) 一 2ln(1 十 z) 一 2z， g'(0)=0, 


解 设 f(z)= 


2(ln(1 十 z) 一 z) 
1 十 


由 于 g' (0) 一 0, 所 以 当 zE(0.1) 时 ,gz) 一 8 (0) 一 0, 也 就 是 g(Cz)g'(Cz) 在 (0,1) 上 单调 减少 , 当 zE 
(0,1) 时 ,g(x) 二 g(0) 二 0, 进 一 步 得 到 当 xE(0,1) 时 ,f(x) 二 0, 也 就 是 f(x) 在 (0,1) 上 单调 减少 . 


ee 1 | 1 1 
Mnf lin (mar | ln Ts SDT 2 


5. 已 知 函 数 y= 二 y(zx) 满 足 关 系 式 十 yy 二 1 一 y , 且 y(2) 一 0, 求 y(x) 的 极 大 值 和 极 小 值 . 


解 出 训 二 = 
yy EA J 1+y > 1+y 9 ? “ 


g(x)= 二 0, XxE(0,1), 所 以 g(x) 在 (0,1) 上 单调 减少 . 


1,Bs 1<k= 


1 
3 


当 x 二 1 时 ,可 解 得 y 二 1,y 三 一 1<<0, 函 数 取得 极 大 值 y=1; 

当 z= 二 一 1 时 ,可 解 得 y= 二 0,y 二 2 记 0, 函 数 取得 极 小 值 > 一 0. 

6. 设 /(z) 是 二 次 可 微 的 函数 ,满足 /(0) 二 一 1,f(0) 二 0, 且 对 任意 的 x 宇 0, 有 f(x) 一 3f(x) 十 
2f(zx) 宇 0, 证 明 ; 对 每 个 zx 宇 0, 都 有 f(x) 宇 e** 一 2e?. 

证 明 首先 [了 f(z) 一 (x)] 一 2[f(z) 一 f(x)] 宇 0, 令 F(z)= 了 (zx) 一 f(x), 则 

F'(z) 一 2F(z) 之 0， 因此 [F(x)e*] 之 0. 

所 以 F(x)e “ 宇 F(0) 二 1, 或 者 f(x) 一 f(x) 之 e*. 

进一步 有 [f(zx)e*] 之 e*, 即 [f(x)e* 一 ee] 之 0, 所 以 f(x)e 一 er 之 /(0) 一 1 二 一 2, 故 f(x) 之 
er = 

7. 设 函 数 y 二 y(z) 由 方程 2y’ 一 2y? 十 27y 一 x 二 1 所 确定 , 试 求 y 二 y(z) 的 驻 点 ,并 判断 是 否 为 极 
值 点 . 

解 ”将 方程 2y’ 一 2y* 十 2xy 一 zx? 二 1 两 边 同时 对 z 求 导 , 得 


由 (1 十 YY)y 二 1 一 x? ,得 y+ yz zs 十 C; 由 y(2) 一 0 得 C 2 , 故 y+ = 


6y’y 一 4yy 十 2y 十 2zy 一 2r 一 0， (1) 

两 边 再 同时 对 工 求 导 ,得 
1l2yy 十 6y%yY 一 4(y )2 一 4yy 十 2y 十 2y 十 2xy 一 2 一 0. (2) 

将 y ==0 代 入 (1) 式 中 ,得 
y= zx. Cay 


将 (3) 式 代入 原 方程 中 ,得 yz 一 1, 将 y(1) 一 0,y(1) 一 1 代入 (2) 式 中 得 (1) 一 去 ,所 以 y 一 y(z) 的 驻 点 
为 z= 二 1,(1,1) 为 极 小 值 点 . 


3.4 课 后 习题 解答 © 


习题 3.5 
1. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 : 
(1) f(z)=27’—3z’, xE[—1,4]; (2) f(x)=z+ V1l—zx, x<E[—5,1]; 


《37 f(2)=2 = 45 EL=2,2], 
解 〈1) f(z)==6x? 一 6x. 令 (z)==6x(x 一 1) 二 0, 得 驻 点 x 二 0,x= 二 1. 
7 一 1) 5, f(0)=0, f(1) ls f(4) =:80; 
则 f(z) 在 [一 1,4] 上 的 最 小 值 为 F( 一 1) 一 一 5, 最 大 值 为 /(4) 二 80. 


Ko Cd erst 一 = . 令 f (z) 一 0 解 得 驻 点 为 zx 一 3 . 
2 Vi—z 4 
后 f( 半 )= 主 ， gh 


则 /Cz) 在 [一 5,1J 上 的 最 小 值 为 /( 一 5) 二 一 5 十 V6, 最 大 值 为 /人 这 


(3) 广 (z) 一 4z3 一 4z 一 4z( 妇 一 1). 令 六 (z) 一 0, 得 驻 点 zx 一 0,z 一 士 1. 
( 士 1)=4， f/f(0)=5，f( 土 2)=13. 
则 f(z) 在 [一 2,2J 上 的 最 小 值 为 f( 士 1)=4, 最 大 值 为 F( 士 2) 王 13. 
2， 问 函数 y 一 x 一半 (x<0) 在 何 处 取得 最 小 信 ? 
解 取 y 一 2z 十 路 一 0, 得 xz 一 一 3. 


当 Zz 过 一 3 时 ,y 过 0; 当 zx 一 3 时 ,y 之 0. 故 z= 一 3 为 y=x? 型 (xz 一 0) 只 的 极 小 值 点 ,也 为 最 小 


值 点 . 最 小 值 为 (一 3) 一 27. 

3. 某 车 间 靠 墙壁 要 盖 一 间 长 方形 小 屋 , 现 有 存 砖 只 够 砌 20m 长 的 墙壁 , 问 应 围 成 怎样 的 长 方形 才能 使 
这 间 小 屋 的 面积 最 大 ? 

解 ” 设 长 方形 的 宽 为 x, 则 长 为 20 一 2z, 面 积 

y= x(20—27x), xz € (0,10). 

y 二 20 一 4x. 令 y 二 0, 得 z= 二 5, 且 = 一 4<0, 故 x 二 5 为 y 二 x(20 一 27) 唯 一 极 大 值 点 ,所 以 为 最 大 值 
点 .最 大 值 为 y(5) 二 50m?. 

4. 要 造 一 个 圆柱 形 的 储 油 饶 ,体积 为 V, 问 底 半 径 和 高 h 等 于 多 少时 ,才能 使 表面 积 最 小 ? 这 时 底 
径 与 高 的 比 是 多 少 ? 


解 V=xrPh, 克 p= 上 
Ar 


V 


二 2 (wr "): S' 一 4xr 一 气 . 取 S' 一 0 得 于 
而 一 4x 二 入 >0, 则 /一 、/ 亚 时 表面 积 到 最 小 值 ， i 2 


5. 一 房地产 公司 有 50 套 公寓 要 出 租 ,当月 租金 定位 1000 元 时 ,公寓 会 全 部 租 出 去 . 当月 租金 每 套 增 
加 50 元 时 ,就 会 多 一 套 公 寓 租 不 出 去 ,而 租 出 去 的 公寓 每 月 需 花 费 100 元 维修 费 . 试问 房租 定位 多 少时 可 
获得 最 大 收入 . 
解 设 有 zz 套 公 寓 租 不 出 去 , 则 房租 为 1000 十 50z 元 :总 收入 为 > 元 ,此 时 租 出 公寓 50 一 z 套 , 则 
y= (1000+ 507x)(50—z)—100(50—x) = (900+50x)(50—zx), 0<Zzx<50 
y = 50(50 一 z) 十 (900 十 50z)( 一 1) 一 2500 一 50x 一 900 一 50x 一 1600 一 100z. 
令 y = 二 0, 得 z=16, 且 == 一 100<<0, 故 y 在 唯一 驻 点 处 取得 极 大 值 ,因而 也 是 最 大 值 . 当 z= 二 16, 即 租 


S 一 2x2 十 2rr。 
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出 34 套 公寓 ,房租 定 为 1800 元 时 ,总 收入 最 大 . 

6. 用 一 块 半径 为 尺 的 圆 形 铁皮 , 剪 去 一 圆心 角 为 a 的 扇形 后 ,做 成 一 个 漏斗 形容 器 , 问 a 为 何 值 时 , 容 
器 的 容积 最 大 ? 

解 ” 设 余下 部 分 的 圆心 角 为 时 所 卷 成 的 漏斗 容积 V 最 大 ,漏斗 的 底 半 径 为 +, 高 为 h, 则 2xr 二 Rp， 


1 本 二 严 V 一 二 ri1 一 天 VR 二 让 令 W 一 下 2r YR? 一 六 二 全 上 一 二 一 0, 得 7 所 RR, 此 时 


3" VR 
9 一 于 一 2 , 即 当 余下 的 团 心 角 为 p 一 2 时 漏斗 容积 最 大 
提高 题 


1. 求 内 接 于 酉 圆 拟 十 荡 一 1 而 面积 最 大 的 矩形 各 边 之 长 ， 
解 设 M(x,y) 为 椭 加 上 第 一 象限 内 任意 一 点 , 则 以 点 M 为 一 顶点 的 内 接 卸 形 的 面积 为 


SCz) 一 2z。2y 一 全 a = ORTEas 


40 a’—2x’ 


| 


由 S'(z) 一 0, 求 得 驻 点 一 - 启 为 叭 一 的 极 值 可 疑点 . 依 题 意 , S(z) 存 在 最 大 值 , 故 mm 上 启 是 SCz) 


且 SC0) 一 SCa) 一 0. sn- 村 | Va + 


= | = 总 语 对 庄 而 EJ i 形 的 边 长 
的 最 大 值 点 ,最 大 值 为 Sm 一 想 ，- 千 “一 ( 痪 】 一 2 对 应 的 y 值 为- 生 . 即 当 抵 形 的 边 长 分 别 为 
V2a,V20 时 面积 最 大 . 

习题 3.6 


1. 某 产 品 的 成 本 函数 为 C(Q) 二 15Q 一 6@ 十 Qi. 
(1) 生产 数量 为 多 少时 ,可 使 平均 成 本 最 小 ? 
(2) 求 出 边际 成 本 ,并 验证 边际 成 本 等 于 平均 成 本 时 平均 成 本 最 小 . 


解 (1) CTD) 人 =15 一 6Q 十 @, 取 (TC 


Q 
时 ,平均 成 本 最 小 . 
(2) C'(Q)==15 一 12Q 十 3Q@. 由 15 一 12Q 十 3Q: 二 15 一 6Q 十 @ ,得 2Q 一 6Q 一 0, 即 Q 二 0( 舍 去 ),Q==3. 


2. 已 知 某 厂 生产 Q 件 产品 的 成 本 为 C(Q) 一 25000 十 2000Q 十 而 Q: (元 ). 问 ， 


(1) 要 使 平均 成 本 最 小 ,应 生产 多 少 件 产品 ? 
(2) 若 产品 以 每 件 5000 元 售 出 ,要 使 利润 最 大 ,应 生产 多 少 件 产品 ? 


)) “一 一 6 十 2Q 一 0, 得 Q=3,(C(QJ)) 一 2 过 0. 当 Q=3 


天 -mr_ 25000 | QQ Q 25000_Q pr 
解 (1) 由 CCQ) @ 十 2000 十 而 2000 十 和 ,得 Q 4 和, 即 人 400 X 2500, 从 而 得 Q 
20X50 王 1000. 当 Q=1000 时 ,平均 成 本 最 小 . 
(2) L=R(Q® —C(Q)= PQ—C(Q)=5000Q—25000—2000Q- 十 Q-. 


取 L 二 3000 二 Q 0, 得 Q==60000. 而 LL” 去 " 故 当 Q= 二 60000 时 .L 最 大 . 


3. 设 某 商品 的 需求 函数 和 成 本 函数 分 别 为 P 二 0. 1z 一 80， C(z) 王 5000 十 20z, 其 中 z 为 销售 量 ( 产 
量 ),P 为 价格 . 求 边际 利润 函数 ,并 计算 z= 二 150 和 z 一 400 时 的 边际 利润 ,解释 所 得 结果 的 经 济 意义 . 
解 LCz) 一 RCz) 一 CCz) 一 (80 一 0.1z)z 一 (5000 十 20z) ， 
工 (z) 一 60 一 0.2z， 工 (150) 一 60 一 0.2X150 一 30， 三 (400) 一 60 一 0.2X400 一 一 20. 


3.4 课 后 习题 解答 个 


当 z= 一 150 时 ,产量 每 增加 一 个 单位 利润 增加 30 个 单位 ; 当 xz 二 400 时 ,产量 每 增加 一 个 单位 利润 减少 20 个 
单位 . 

4. 某 厂 每 批 生产 工 单位 产品 的 费用 为 C(z) 王 5z 十 200, 得 到 的 收益 是 RCz) 王 10z 一 0.01z2 , 问 每 批 生 
产 多 少 单位 时 才能 获得 最 大 利润 ? 

解 L(Cz) 一 RCz) 一 C(z) 一 10z 一 0.01z2 一 5z 一 200 0.01z2 十 5z 一 200,L(z) 一 5 一 0.02>. 

令 L'(zr) 二 0, 得 z+ 二 250, 且 (zx) 二 一 0.02 过 0, 故 在 z==250 处 取得 最 大 利润 . 

5. 某 工厂 生产 某 种 产品 ,日 总 成 本 为 C 元 ,其 中 固定 成 本 为 200 元 ,每 多 生产 一 个 单位 产品 ,成 本 增加 
10 元 ,该 商品 的 需求 函数 为 Q==50 一 2P, 求 Q 为 多 少时 ,工厂 日 总 利润 最 大 ? 

解 C(Q) 二 200 十 10Q， 

L(P)=R(P)—C(P)=QP—200—10(50—2P)=(50—2P)P—10(50—2P)—200. 


他 一 15， 利 润 取得 


令 L'(P)=70 一 4P==0, 得 P .LP) 4 一 0, 故 在 P 一 下 处 ，Q 一 50 一 2X 
最 大 值 . 
6. 设 某 种 商品 的 销售 额 Q 是 价格 己 ( 单 位 : 元 ) 的 函数 ,Q==f(P) 二 300P 一 2P?. 
分 别 求 价格 P==50 元 及 忆 =120 元 时 ,销售 额 对 价格 已 的 弹性 ,并 说 明 其 经 济 意义 . 
解 EQ_P.de_ _P 
EP Q@ "dp 一 300P 一 25 


当 P=50 时 ,和 一 二 ,这 说 明 当 尸 -50 时 ,价格 增加 196 ,需求 增 加 0.5% 


» (300—4P). 


当 P=120 时 ,和 一 一 3, 这 说 明 当 P 一 120 时 ,价格 增加 1% ,需求 减少 3%. 
高 题 

1. 设 生产 某 产 品 的 平均 成 本 C(Q) 二 1 十 er8, 其 中 产量 为 Q, 求 边际 成 本 . 

解 CC(Q)=QCCQJ)=Q(I+e 9), 故 C(Q@)=1 二 (1 一 QeQ. 

2. 某 个 体 户 以 每 条 10 元 的 价格 购 进 一 批 牛仔 裤 , 设 此 批 牛仔 裤 的 需求 函数 为 Q 二 40 一 2P, 问 该 个 体 
户 应 将 销售 价 定 为 多 少时 ,才能 获得 最 大 利润 ? 

解 L=QP 一 10Q=(40 一 2P)P 一 10(40 一 2P)== 一 2P: 十 60P 一 400, 且 1L'== 一 4P 十 60 二 0, 即 P=15. 

上 二 一 4<<0, 故 取 最 大 值 , 即 当 P= 二 15 时 , 获 利 最 大 . 

3. 设 /(z) 二 cr" (ec 之 0,0<a<1) 为 一 生产 函数 ,其 中 为 效率 因子 ,xz 为 投入 量 , 产 品 的 价格 了 与 原料 
价格 Q 均 为 常量 , 问 : 投入 量 为 多 少时 可 使 利润 最 大 ? 


a 
解 L=PCz 一 Qz. 取 L' 二 PCaz-!1 一 Q==0, 得 z= ,/-&. 
PCa 


4. 某 商 品 的 需求 弹性 在 1. 5 一 2. 0 之 间 , 现 打算 将 该 商品 的 价格 下 调 12% ,那么 明年 该 商品 的 需求 量 
和 总 收益 将 如 何 变化 ? 变化 多 少 ? 


解 人 1.5X12% 18%, 等 (1 一 1.5)X( 一 12%) 一 6%， 
疮 2.0X12% 24%, 生 (1—2.0) XxX(—12%)=12%, 
即 需 求 量 增加 18% 一 24% ,总 收益 增加 6% 一 12%. 
习题 3.7 
1. 讨论 下 列 函 数 的 凸 性 ,并 求 曲 线 的 拐点 : 
(1) y=z’—zx’; (2) y 一 In(1 十 z2); (3) ?一 Zer; 
(4) y 一 (z 十 1)4 十 er (5) yy (6) ?一 eneenr。 


© 第 3 章 ”微分 中 值 定理 与 导数 的 应 用 


解 (1) y 王 2z 一 3z: ,y= 二 2 一 6x. 令 多 =0, 得 = 


当 z< 卫 时 ,yy>0: 当 xz 二 时 ,<0. 所 以 7 在 ( 访 , 十 ==] 是 上 目的 ,在 (一 ==, 寺 ] 下 凸 ,拐点 为 


3 
(>( 训 )) 四 (六 兹 )- 
27 7 _2(1 十 z2) 一 4z2 2 一 2z2 人 mw 
1 十 过 ?7 (CI 十 z2 和 7 (+r) > 
当 z>1 或 z< 一 1 时 ,y 委 0; 当 一 1<z<1 时,y>0. 故 函数 在 (1, 十 cc),( 一 c, 一 1) 内 上 凸 ; 在 [一 1,1] 
内 下 凸 . 拐点 为 (1,ln2),( 一 1,ln2). 
(3) y 一 灵 十 zer ,y= 二 @* 十 e? 十 Xe* 二 (x 十 2)e*. 令 =0, 得 x 
当 z< 一 2 时 ,y 一 0; 当 z> 一 2 时 ,y 盖 0. 故 函数 的 上 凸 区 间 为 (一 ,一 2), 下 凸 区 间 为 (一 2, 十 cc=)， 
拐点 为 (一 2, 一 2e-:). 
(4) y = 二 4 (z 十 1)3 十 er yY 一 12 (z 十 1)2 十 er 二 0，y 一 (z 十 1)4 十 er 在 (一 co ,十 cc) 上 下 凸 , 没 有 拐点 . 


(2) YY 0, 得 z= 土 1. 


i | C2 站 

(了 一 0 得 
一 2 
EE 3 

当 z< 玫 一 3 时 ,yY<0: 当 一 3<z< 过 ,YY<0; 当 xz 之 训 时 ， 0. 曲线 yy 在 (一 2, 一 3)， 


(8: 训 ) 上 上 扣 , 在 (名 +=) 上 下 二 


(Oy ee 令 Y 一 0 得 zx 一 二 

当 z< 南 时 ,六 >0 当 z> 二 时 ,Y<0. 曲 线 9=emw 在 (一 =, 言 ) 上 下 下 ,在 ( 言 呈 +) 上 上 后 
2. 利用 函数 的 凸 性 证 明 下 列 不 等 式 : 

> , fy; 02) zlnrt ylny> (r+ WIn > 


证 明 (1) 令 f(z)=e', 则 了 (x)= 之 0, 故 [(z) 在 (一 吕 , 十 oO) 上 是 严格 下 则 的 ,从 而 有 


(1) 


,7>0,y>0,7xy. 


Fm DD 令吉 一 z ,zs 一 yt 一 喜 , 得 
| 1 1 sty Ee” 
7 (去 z+ 互 ?< 三 /CD 十 去/ , 即 呈 < 


(2) 令 FCz)=zlnz, 则 (一 Inz 二 1.9(z) 一 二 >>0, 邦 JCz) 在 (0, 十 c=) 上 是 严格 下 凸 的 ,从 而 有 


tm 十 (1 一 Dza)<tFCz) 十 (1 一 DCzs). 


令 阅 一 zyzz 一 y 坟 却 , 得 了 ( 辫 z+ 言 ?)< 计 ACT EE y, 于 是 
In 3 一 了 zlnz 十 二 ylny, 即 zlnz 十 ylny>(z 十 y)ln ,py 


3. 当 a,5 为 何 值 时 ,点 (1,3) 为 曲线 > 一 azs 十 pzz 的 拐点 . 
解 ”因为 点 (1,3) 在 曲线 y 一 ax 十 bx? 上 , 故 得 a 十 b 一 3. 


又 (1,3) 为 y= 二 azi 十 bx? 的 拐点 ,而 y 二 3ax? 十 2bz,y 二 6azr 十 26, 所 以 6a 十 20 一 0>a 一 一 立 .0 一 全. 
4. 求 下 列 曲 线 的 渐 近 线 : 

a RR eg -和 
6 yr (3) ?= 了 CD yz 


3.4 课 后 习题 解答 从 


解 (1) Ji 1 一 上 lim lnz 一 十 cc ,所 以 没有 水 平 渐 近 线 ; lim y= lim Inz 一 一 “9 , 故 z 一 0 为 铅 直 渐 近 


线 ; lim 之 一 im 1 EE=0, 所 以 没有 斜 渐 近 线 ; 


十 oo 并 


二 ec 至 一 0, 所 


(2) lmy 一 Im - 基 c 一 0, 所 以 > 一 0 为 水 平 渐 近 线 ;没有 销 直 渐 近 线 ， lim 闻 一 lm 一 = 二 


以 没有 斜 渐 近 线 ; 
一 co , 故 z 一 士 V3 为 销 直 渐 近 


(3) limy= lims 二 0, 所 以 y 一 0 为 水 平 渐 近 线 ; 


二 = 


线 ; lim 之 一 lim [一 0, 所 以 没有 斜 渐 近 线 ， 


s+ rm+o(3 


CD limy 一 im 了 一 = ,所 以 没有 水 平 渐 近 线 ，limy nz 三 = 中, 故 xz 二 二 为 错 直 浙 近 线 ; 
一 


本 好 he i 开 1 " 全、 i 
A lim rar iz 2 ly 2) (2 zz) 二 "所 以 y 2 7 十 二 为 斜 渐 近 线 ， 
5. 作 图 题 ( 略 ). 
高 题 
1. 曲线 2 一 z(1+arcsin 过) 的 斜 浙 近 线 为 


< 人 1 十 arcsin 过) 


解 a= lim =lim (ltarcsin )=1, 


Pe 工 Pe 
b=lim(y—ar)= lim|zx ean —zx|= lim rei i 
on ) | 

故 斜 浙 近 线 为 人 


2. 求 曲 线 y 王 一 一 十 arctan(1 十 z) 的 斜 渐 近 线 方程 


IF 


人 二 ) 
解 4 一 lim 1, 6b 器 [过 = 十 arctan(1 十 z2) z| 


总 


Ly 
2 


故 斜 渐 近 线 为 Jy 二 十 也 

3. 设 函 数 /(z) 在 (一 c ,十 =) 内 连续 ,其 中 二 阶 导数 (xz) 的 图 形 如 图 3-2 所 示 , 则 曲线 y= (xz) 的 
拐点 的 个 数 为 ( % 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 

解 ”六 (z) 正 负 的 分 界 点 有 两 个 ,所 以 拐点 有 两 个 , 故 选 C. 


图 3-2 图 3-3 


4. 设 函 数 y 二 f(z) 在 (一 中 ,十 吕 ) 内 连续 ,其 导 函 数 的 图 形 如 图 3-3 所 示 , 则 ( 和 
A. 函数 f(z) 有 2 个 极 值 点 ,曲线 y= 二 f(z) 有 2 个 拐点 


人 第 3 章 微分 中 值 定 理 与 导数 的 应 用 


B. 函数 fCz) 有 2 个 极 值 点 ,曲线 y 二 f(z) 有 3 个 拐点 

C. 函数 f(z) 有 3 个 极 值 点 ,曲线 y 二 f(r) 有 1 个 拐点 

D. 函数 f(x) 有 3 个 极 值 点 ,曲线 y 一 f(r) 有 2 个 拐点 

解 A(x) 的 正 负 分 界 点 有 2 个 ,所 以 有 2 个 极 值 点 . 广 (z) 单 调 减少 单调 增加 的 分 界 点 有 3 个 ,所 以 
有 3 个 拐点 , 故 选 B. 


2 
5. 曲线 了 的 斜 渐 近 线 方程 是 ， 
> 1+r 
解 当 让 一 1 时 ,zx 习 吕 ,y 了 09, 设 和 斜 浙 近 线 为 > 一 az 十 入. 
3 
3 
a lim 之 lim 时 limt 1， 
zo r= = 
LF 
和 |? EE 31 
Wy i ln (TF Tr) a 


故 斜 渐 近 线 为 y= 一 x 一 1. 
6. 设 函 数 F(z) 满 足 关 系 (zx) 二 x 一 (f(z))?, 且 (0)==0, 证 明 : 点 (0,7(C0)) 是 曲线 y= 二 f(x) 的 
证 明 由 关系 式 了 (zx)=zx 一 (f(z))’, 令 z=0, 得 (0)=0. 
等 式 两 端 求 导 , 得 天 (z=1 一 2P(z) PCz) ,因此 户 (0)=1. 
再 由 (zx) 的 连续 性 可 知 ,在 x=0 附近, 天 (z) 二 0, 所 以 六 (z) 单 增 ,1(z) 在 z=0 的 两 侧 异 号 , 故 点 
(0,7(C0)) 是 曲线 y 二 f(x) 的 拐点 . 
复习 题 3 
1, 填空 题 
(1) 设 f(z)== 式 , 则 在 xz,z 十 Ar 之 间 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定理 结论 的 $= 
(2) 设 函 数 g(z) 在 [a.5] 上 连续 ,(a,5) 内 可 导 , 则 至 少 存在 一 点 SE (a.b), 使 ee 一 er 一 
成 立 . 


(3) f(z)= 二 xz"e-*(n 之 0,z 宇 0) 的 单 增 区 间 是 , 单 减 区 间 是 
(4) 若 点 (1 了 ) 为 曙 线 yy 二 az 一 Zz 十 b 为 拐点 , 则 a 一 示 = 
(5) 曲线 > 一 /二 的 水 平 渐 近 线 为 . 销 直 渐 近 线 为 


jFCz 十 Ar) 一 F(z) _ (z 十 Ar)2 一 z 
Az Arz 


解 (1) (59) 2z 十 Az， 


而 了 (zx) 二 2zx, 故 得 26 一 2z 十 Arz， 则 二 xz+ 学 . 


(2) 令 F(z) 一 ee , 则 FOOD) 一 Fa) 一 广 (9(0 一 a)， 即 et 一 es =e® g (€) (ba). 
(3) 令 F(z) 一 nz ie 一 me 一 ez (2 一 z) 一 0, 则 得 z 一 0,z 一 2。 当 0<z<mz 时 , 广 (z)>>0; 当 
Xn 时 ,了 (xz) 二 0. 故 FCz) 在 [0,z) 上 单调 递增 ,在 [2:,. 十 =<=) 上 单调 递减 . 
机 


(4) y 一 3az 一 2z,y 一 6az 一 2 根据 题 意 有 a 一 1 十 ,YD 6a 一 2 一 0. 解 得 a 一 言 ,6 一 2. 


(9) jy 一 taA/ 1 所 以 > 一 1 为 水 平 新 近 线 。 im y 一 lim /于 一 ,所 以 2 一 一 1 为 名 


上 了 | 


直 渐 近 线 ，lim 一 lim 一 0, 所 以 没有 斜 渐 近 线 . 


3.4 课 后 习题 解答 外 


2. 选择 题 
(1) 在 [一 1,1] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 的 函数 是 ( bp 
A. Inlzl B.e C. 1 D2 
l=w 


(2) 正确 应 用 洛 必 达 法 则 求 极 限 的 式 子 是 ( 5 


Alim-Spz 一 limco 开 一 lim 一 So 一 0 
ze0er 一 ] zr0 el 0 @ 
B. limz 二 se 一 lim(1 十 cosz) 不 存在 


| ,sinr— zcosr_|. sinr—zcosr_|. zsinr_ 1 
C. lim ( cotz | = lim lim: lim: 


0 并 -0 Xsinr 0 I 0 322 3 
D 如 半 于 -名 寺 入 和 -各 革 半 -各 竺 - 
(3) 方程 ee 一 x 一 1=0( ). 
A. 没有 实 根 B. 有 且 仅 有 一 个 实 根 
C. 有 且 仅 有 两 个 实 根 D. 有 三 个 不 同 实 根 
<0， z<0， 
(4) 函数 y= 二 f(z) 具 有 下 列 特 征 : F(0)= 王 1,F(0)= 王 0, 当 z 天 0 时 ,六 (z) 二 0 六 (z) 一 sg i 国 


其 图 形 为 ( % 


(5) 设 /(z) 在 [a,5] 上 连续 , f(a) 二/(65), 且 f(z) 不 恒 为 常数 , 则 在 (a.5) 内 ( 和 


A. 必 有 最 大 值 或 最 小 值 B. 既 有 极 大 值 又 有 极 小 值 
C. 既 有 最 大 值 又 有 最 小 值 D. 至 少 存在 一 点 .使 (二 0 


解 (1) ln|z| 在 z=0 处 无 定义 ,更 谈 不 上 在 [一 1,1] 上 连续 ,不 满足 罗 尔 定理 条 件 ; 
e 天 el ,不 满足 罗 尔 定理 条 件 ; 
y 王 1 一 x? 在 [一 1,1] 上 连续 ,在 (一 1,1) 内 可 导 ,1 一 (一 1)* 二 1 一 1 ,满足 罗 尔 定理 条 件 ; 


y 一 了 在 工 二 一 1,x 二 1 处 没有 定义 ,更 谈 不 上 在 [一 1,1] 上 连续 ,不 满足 罗 尔 定理 条 件 ; 


故 选 C. 


(2) lm 一 limcese 已 经 不 是 未 定式 了 ,而 是 分 子 趋 于 1 ,分母 趋 于 1; 
a 
2 a 


C 正 确 ; D 只 对 zx 一 十 co 成 立 , 对 zx 一 一 oo 不 成 立 ; 
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故 选 C. 

(3) f(z)=e—z—1, 由 f(z)=e 一 1=0, 得 z=0. 

当 z 之 0 时 ,了 (zx) 二 一 1<0, 故 f(z) 在 (一 呈 .0) 上 单调 减少 ;当世 0 时 ,了 (x) 二 一 1 之 0, 故 f(x) 
在 (0, 十 ce) 上 单调 增加 . 而 /(0)==0, 故 f(z) 二 e* 一 x 一 1 在 zx 二 0 处 取得 唯一 极 小 值 0, 也 是 最 小 值 . 所 以 
e* 一 x 一 1] 二 0 有 且 仅 有 一 个 根 z 一 0. 


故 选 B. 
(4) B. 
(5) 没 说 可 导 , 故 选 A. 
3. 求 下 列 极限 : 
=i er 一 (1+2zx)3 一 2sinz 
0 lim 亚 (2 lim In(+z) 3 ee i 


im (x— i = 二 一 
(4) lim (x 2arctanz)lnr; 《5 tin (Fe ): (6) lim( 均一 本 ) 


(7) lim(1 十 xz) 三 3 (8) Wi 
xr-0 EE 


sl 


了 型 “1 一 二 


1 1 
解 (1) 原 式 一 


1 1 
， ee 一 (1 十 2z) 立 上 ee” — eat2r) 四 el} nit2n ( eant2) 一 ] ) 
(2) 解法 本 ln(1 十 z2) Ea Be EE 
WR | 和 
ey (nt) Zln(lt27) 
lim: lim 了 
0 Xx 0 I 
A 2 十 4z 一 2 
本 2 1 十 2z 本 2(1 十 2z) ji 4 并 一 1 
xz 一 0 2z mr0 27 4 十 22 
0 (end+z 一 1 ) 
解法 二 Me ln(l+ xz?) Ee 于 I Ea 
时 := (z 一 去 mG+2z)】 z 一 二 In(1+2z) 
lim lim: 
x0 3 0 
遂 ， 2 
1imn2z 一 In 十 2z) in 2 2 
I*0 2r I*0 有 “ 
(3) 原 式 一 lm 二 2eosz 一 灼 . 
3sin3zr 3 
6 
0 
es pe 2 2 
(0 i (Raretann)laz = fin ne im I 
2 Ee 1 1 1 lt 
lnz (nz) zx 


(lnz)2 十 zlnr。 和 2 


2 
fii 工 一 2 lim (lnz): 十 lnz 
十 oo 2x 十 co 2z 
2 lim 2mz 十 1 一 2 lim 2.—0. 

mt” 2 r+o2T 


(5) 解法 一 ” 原 式 二 lim* 二 内 (1 十 2) lim 二 全 《al 十 总 一 避 


0 Zln(1 十 z) 0 


3.4 课 后 习题 解答 全 


0 时 
0 
lim: 1 十 工 ( 通 分 ) 
0 2 
=lim 之 -1 = 
pe 
1 
= 1 
解法 二 i zln(1 十 Z) lm 六 i 2 2 
(6) 解法 一 ”利用 洛 必 达 法 则 . 
: 1 1 .ezr 一 1 一 工 . et 一 1 一 工 . 2ezz 一 11 1 攻 
lim (二 gi) pT We re i 
解法 二 ”利用 等 价 无 穷 小 . 
昌 1 AS ez 一 1 一 工 2 一文 本 员 
和 (去 本 i) ly 
(7) 属于 1” 型 
lim Ets) im 世 
解法 一 lim(1 十 z2)= 一 er 7” er =e@=1 
0 
lim = 
解法 二 lim(1 二 x?) 六 =e™ "==@ 二 1. 
0 
(8) 利用 泰勒 公式 
二 二 
cosr 一 1 7 + A +o(z), ez 一 1 7 + 到 (至) oz ) ， 
昌 1 2 1 4 4 这 4 
人 a a Foz')) 人 (1 2 oc)) 
”0 EE 0 x 
2 4 
a 24™ Toe 1 
x0 EE 12° 


注 (1) o(z:) 士 o(z:) 一 o(z4). 
(2) 此 题 用 洛 必 达 法 则 会 麻烦 . 


4. 证 明 ; (1) 当 0<z<< 世 时 ,有 tanz 十 2sinz>3z 成 立 ; 
(2) 若 z 盖 0, 则 ef 二 1 十 z; 


2 
(3) 设 z 二 0, 则 z— 字 <In(1+z)<z. 


证 明 (1) 令 f(x)=tanzt 十 2sinz 一 37,0 过 x 过 Ds 


fiz)=secst2cosr—3 f(x)=2sec rtanz— 2sinz 2sinz (sr 1)>0, 0<z< 瑟 . 


则 (x) 二 sec?x 十 2cosr 一 3 在 [°: 和 ) 上 上 单调 增加 . 故 对 于 任意 0<z<< 了 , 矿 (z) 一 secz 十 2cosz 一 3>> 


f(0)=0. 则 F(z) 一 tanz 十 2sinz 3z 在 [0， 3 ) 上 上 单调 增加 . 对 于 任意 0<z< 子 ，A(z) 一 tanz 十 2sinz 一 


3z 二 0) 一 0, 即 有 0<z< 也 时 ,tanrt2sinr>37. 


(2) 令 F(z)=er 一 1 一 xz, 则 户 (z)==e 一 1 当 z>>0 时 ,FCz) 二 0, 从 而 FCz) 在 (0, 十 ce) 单 增 , 因 为 
FF(0) 一 0, 故 F(z) 记 0, 即 @ 放 1 十 zx. 
1 


c= 
03) 令 f(D)=z 一 所 一 In(1 十 xz), 则 i Zz 之 0; 则 了 (xz) 二 0, 从 而 f(z) 在 
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2 
(0, 十 co) 单 减 . 故 f(x) 二 f(0)==0. 即 z 一 字 <In(1+z). 


令 g(z)=ln(1 十 7z) 一 zx, 则 g(x) 二 1. 当 z>>0 时 ,gz 一 0, 从 而 g(z) 在 (0, 十 cc) 单 减 , 故 


g(x)<g(0)=0,B ln(1 十 z)< 一 7 
综 上 可 知 ,z 一 二 <<In(1 十 z)< 
5. 求 函 数 y=(z 一 1) Vz 的 极 值 与 单调 区 间 . 


一 2 
EE 


当 z= 子 时 ,y 一 0; 当 x 一 0 时 ,y 不 存在 . 


1 
3 


Ct 
解 7 一 了 太一 3 


当 z<0 时 ,y>>0, 故 (一 c= ,0) 为 单 增 区 间 ; 当 0<z< 二 时 ,一 0, 故 [0 二 ) 为 单 大 区间; 当 z> 亏 
时 ,y 之 0, 故 [于 ,二 =- ) 为 单 增 区 问 ， 


于 是 得 , 当 z=0 时 ,一 (一 DY 取得 极 大 值 0; 当 = 三 时 y 一 (2 一 1D YF 取得 概 小 值 一 记 、 /让 . 

6. 求 函 数 y 二 zx 一 3z? 一 9z 十 14 的 单调 区 间 . 

解 y 王 3z2: 一 6z 一 9 一 3(z 十 1)(z 一 3). 

当 zz 过 一 1 时 ,y 之 0; 当 一 1 二 x3 时 ,y 过 0; 当 z>>3 时 ,y' 之 0. 故 y 在 (一 cc, 一 1 及 [3, 十 cc) 单 增 ， 
在 [一 1,3] 单 减 . 

7. 求 丽 数 * 一 电工 的 单调 区 间 与 极 值 ， 


解 y 一 人 一 zinz， 今 y==0, 得 z==1 或, 故 可 疑 极 值 点 为 1,e:. 


区 
工 (0,1) 1 (1,ez) e (ez ,十 co) 
了 加 志 | 
4 . 
y 六 极 小 值 0 极 大 值 二 久 


8. 求 函 数 y= 二 2e* 十 e* 的 极 值 . 


解 y=2e* 一 e*. 令 y= 二 0, 得 x In2. 当 z 过 于 ln2 时 ,y 之 0, 从 而 y 单 减 ; 当 z>> 一 二 ln2 


时 ,y 之 0, 从 而 y 单 增 , 故 z 一 一 于 In2 时 ,y 取 极 小 值 0. 


9. 函数 y 一 az 十 oz 十 cz 十 d(o>0) 的 系数 满足 什么 关系 时 ,这 个 函数 没有 极 值 . 

解 y 一 3az 十 20zr 十 c. 因 a>>0, 则 y 是 开口 向 上 的 抛物 线 ,要 使 > 没有 极 值 , 则 必须 使 y 在 (一 ==， 
十 cc) 是 单 增 或 单 减 , 即 必须 满足 二 0 或 yY 一 0, 只 有 当 (20): 一 4。3ac<0 时 ,才能 使 y 二 0 成 立 , 即 娘 二 
3ac 时 ,y 没有 极 值 . 

10. 求 函数 > 一 zlnz 在 (0,e] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
I 


解 y= 二 lnr 十 1. 令 y 二 0, 得 zx 


lim zlnz 0,3 (去) ,ye) e. 故 y 二 zlnz 在 (0,e] 上 的 最 大 值 为 y(e) 一 e, 最 小 值 为 


3.4 课 后 习题 解答 个 


11. 求 yx 一 2z; 十 1 的 上 四 凸 区 间 及 拐点 . 
解 y=4r’ 一 6x’:, y= 二 12zx? 一 12r 二 12x(x 一 1). 令 y=0, 得 z=0,zx=1. 


工 (一 co,0) 0 C0,1) El (1, 十 co) 
y 平 6 0 
y 拐点 (0,1) Nn 拐点 (1,0) U 


12. 试 决定 yk(x* 一 3)* 中 的 的 值 ,使 曲线 的 拐点 处 的 法 线 通 过 原点 . 
解 y= 二 4kz(z? 一 3),y 二 12k(x? 一 1). 令 洲 =0, 得 z==1 或 一 1, 则 拐点 为 (1,48) 及 (一 1,4k). 


在 拐点 (1,4k) 处 切线 斜率 为 y (1) 二 一 8k, 从 而 在 拐点 (1,4) 处 法 线 斜 率 为 去 ,法 线 方程 为 2 一 银 一 
所 


直 CD， 因 法 线 过 原点 ,所 以 k== 土 守 


在 拐点 (一 1,4k) 处 切线 斜率 为 Y( 一 1) 一 8 法 线 方程 为 * 一 多 一 一 直 (Cz 十 D) , 因 法 线 过 原点 ,所 以 


hi 二 交 . 故人 一 土 次 时 ,曲线 的 拐点 处 的 法 线 通过 原点 ， 
| a 十 4 la I5 


_ zx | 
13. 判断 函数 ee fato] < 上 四 (abER). 
证 明 y= 二 GF ZX 之 0, 故 > 一 二 在 [0， 十 cc) 上 单调 增加 . 
， 公 二 训 EA I6l 
由 于 latbl<<laltlal, 帮 TasT<<1++Tal 二 1611+1aT +1 十 15T: 


14. 判定 ex 及 x* 哪个 大 . 


【分 析 】 6>a 之 e. 比较 ww 和 妨 只 需 比 较 blna 和 alnb, 比 较 时 和 台 . 设 /(z) 二 只 需 讨 论 /(z) 的 
单调 性 . 
解 令 /= 名， 则 (2)=J 一 2 ne (zx 这 0). 取 了 (x)=0, 则 z= 


当 z>e 时 ,了 f(z)<0, 即 gl ee 从 而 当 z>e 时 ,有 F(z) 一 Fe). 
而 x 之 e; 则 /DW=E< =, 于 是 得 


lnr __ lne 


ee elnr < rlne 一 lnr' < lne=>r < ee". 


A 


15. 在 半径 为 R 的 球 内 , 求 体积 最 大 的 内 接 圆 柱 体 的 高 . 
解 设 圆 柱 体 的 高 为 xz, 则 圆柱 体 底面 圆 直径 为 VA(2R)? 一 x ,圆柱 体 体 积 
v= ( Y CR) ) Se 村 (4R*z—2z), 0<zx<2R. 


Vv (AR 3z?). 令 V'=0, 得 z 2 


二 24 为 V 的 唯一 极 大 值 点 ,因此 为 最 大 值 点 ， 即 当 高 


V 一 一 绎 z<0Cz>0), 故 v (Se)<o, 


< 一 243R 时 ,内 接 圆柱 体 的 体积 最 大 . 
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16. 某 工 厂 生 产 某 产品 ,年 产量 为 z 百 台 .总 成 本 为 c 万 元 ,其 中 固定 成 本 2 万 元 ,每 生产 一 百 台 ,成 本 

增加 2 万 元 ,市 场 上 可 销售 此 种 商品 300 台 , 其 销售 收入 
6z 一 好 十 1，0 委 zx 之 3( 万 元 )， 
及 (z) = 站 

| 工 二 3( 万 元 )， 
问 每 年 生产 多 少 台 ,总 利润 最 大 ? 

解 ” 设 利润 函数 为 L(z), 则 
6zr—z 十 1 一 (2 十 27z)， 0 寺 z 志 3， 


工 (Z) | 
10 一 (2 十 2z)， 工 二 3， 
一 2 十 和 0 去 了 二 3 

L’'(zx) = /一 2， Z 一 3， 
一 2， 区 


令 L'(z)==0, 得 zx=2, 且 L(2)<0. 故 当 z=2 时 利润 取得 最 大 值 L(2)==3 万 元 . 
17. 某 商品 的 需求 函数 为 Q=80 一 已 ,其 中 忆 为 该 商品 的 价格 . 
(1) 求 P=4 时 的 需求 弹性 ,并 说 明 其 经 济 意义 ; 
(2) 当 P==4 时 的 价格 上 涨 1% 时 ,总 收益 将 变化 百 分 之 几 ? 是 增加 还 是 减少 ? 


EQ Pld Pp . EQ| _ y or 志 求 9 
解 (1) EP QW (2P)EP|,, 0.5, 即 当 P=4 时 ,价格 增加 1% ,需求 量 降低 0,5%. 
(2) R=QP=P(80 P), 蝇 =80 3P:, 
ER_PdR_ _P , 2) 80—3P’ ER 四 
EP™ Rdp™ P(e0—PD) ‘8 3) 一 8 一 严 ， 环 | 
即 当 P 一 4 时 ,价格 增加 1% ,总 收益 增加 0.5%. 
18. 求 下 列 函 数 曲 线 的 渐 近 线 : 
1 2 3 
一 一 人 ， 三 三 3) y=— < _ ， 二 = 网 
(1) ys (2) 3 一 Aee 4 (3) y Oy (4) y Cz 


解 〈1) 水 平 渐 近 线 : limji 一 二 0, 故 y 0 为 y= 了 二 7 的 水 平 浙 近 线 ; 


铅 直 渐 近 线 : lim 1 0, 故 z=1 和 x 1 为 y 
1 


= 


二 的 氏 直 渐 近 线 ， 


斜 渐 近 线 ，lim 开 一 0, 故 不 存在 余 渐 近 线 . 


是 
(2) 水 平 渐 近 线 : limzer 二 5 ,因此 没有 水 平 渐 近 线 ; 


铅 直 渐 近 线 ; limzer 一 co , 故 z 一 0 为 铅 直 渐 近 线 ; 


sp 本 2 2 
斜 渐 近 线 :limze 一 1,limze ”一 xz 一 lin -一 lm 全 一 0, 故 y 一 为 斜 渐 近 线 . 


:0 


2 


x 
《1 一 2 


二 的 铬 直 渐 近 线 ; 


的 水 平 渐 近 线 ， 


-2 
(3) 水 平 渐 近 线 ，limc 一 1, 故 y 一 1 为 y 


co , 故 z 一 1 为 y 


十. ,| 的 2 
错 直 渐 近 线 : py 1 


2 


x 
op TM i 
斜 渐 近 线 :lim 一” 一 0, 因 此 不 存在 斜 渐 近 线 . 


了 


(4) 水 平 渐 近 线 。limr 一 = , 故 不 存在 水 平 渐 近 线 ; 


销 直 渐 近 线 。 li 了 二 , 故 z 一 1 为 y 一 一 js 的 错 直 浙 近 线 ; 


3.4 课 后 习题 解答 个 


入 im [a sz] 2 . 故 斜 渐 近 线 为 "一 z 十 2. 


3 


Ce 2)’ 


和 斜 浙 近 线 : 


自 测 题 3 答案 

1. (1) 只 需要 逐个 验证 , 选 B. 

(2) YrE[a,b], 由 (x 一 自 f(z) 宇 0 得 : 

当 a 二 x 过 时 , 放 (zx) 过 0, 当 6x 过 5b 时, (x) 宇 0. 从 而 有 f(x) 在 & 取 得 唯一 极 小 值 , 即 f(z) 在 
[a,b]J 上 的 最 小 值 为 F(C8s) ,而 (各 0, 所 以 在 La,5] 上 FCz) 二 0. 故 选 D. 


3) lim 9 存在 是 lin nC 存在 的 充分 条 件 . 人 不 存在 时 lim 也 可 能 存在 . 故 选 


(4) D; (5) D. 

2. 解 (1) 设 f(x)=zx; 一 5z 十 1. 

一 方面 ,，/(x) 在 [一 1,1] 上 连续 , f( 一 1) 二 5,f(1) 二 一 3, 由 零点 存在 定理 ,f(x) 二 0 在 (一 1,1) 内 至 少 
有 一 根 . 

另 一 方面 ， 六 (zx) 二 5 一 5 二 5(x 一 1), 当 zxE( 一 1,]D 时 ,六 (xz) 过 0, 即 f(z) 在 [一 1,1J 上 单调 减少 ,所 
以 F(z)=0 在 (一 1,1) 内 至 多 有 一 根 . 

所 以 F(z)=0 在 (一 1,1) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

(2) (x)=e (1 一 zx). 令 F(z) 一 er (1 一 z) 一 0 得 驻 点 z= 一 1. (1) 一 er1，F(2) 一 2e 2，FCz) 在 
[1,2] 上 的 最 大 值 为 e. 

(3) y 一 3az2 十 20z 十 c,y 一 6az 十 20. 由 题 意 知 

y( 一 2) 8a 十 46 一 2c 十 d 一 44， y( 一 2) 一 12c 一 40 十 < 一 0， 

y(1) 一 a 十 0 十 c 十 d 一 一 10， y (1) 一 6a 十 20 一 0. 
解 得 c=1,0 一 一 3,c 一 一 24,d 一 16， 


mn(a+ 过 ) 
(4) lim 工人 一 lim 一 
atm arctanz sm+oarctanz 
(5) R(Q)= PQ=10Q 人 .RMQ) 10 汪 . R'(15)=10 $x15 4. 
,1—2sinz_,. 一 2cosz _V3 
3. 解 《1) mw coOS3 工 一 3sin3z 本 
6 6 
5sec’5x 
lntan5z _ J. tan5z wd 
2) ey Intan3zr ,ot 3sec’3z Tm 3°5x 
tan3 工 
EE 
(3) lim sinz , lnz= lim z * Inz= lim Jaz= lim lim z=0; 
0 十 0 十 0 十 地- 0 十 a z=0t 
I 2 
le = 
(4) 令 y==x , 则 Iny 二 zlnz. 因为 lim zlnzx lim -2 lim -二 0, 所 以 原 式 ==e@ 二 1; 
i 
x I 
2r+2"Ing 
tim (+27) 本 -过 二 下 tim 2z 士 2rla2 lim 2 十 2Fln22 
(5) lim (x2) eTe = 一 er 1 一 er 2+12 ~—eripe2rtiie 
tim 2 tim 2 
一 er-~+=2?+2rln22 一 er+-2rhs2 一 em 一 2. 
4. 证 明 (1) f(x) 二 1 全 全, 故 当 4 二 6b 十 1>>0 时 , f(z) 一 0 有 和 解 z 一 
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1 士 VaToTtli. 
当 z<1 一 Va 二 5 十 1 时 ,了 (xz) 之 0, 从 而 f(z) 单 增 ; 当 1 一 Va 于 5 二 1<z<1 十 Va 十 6 十 1 时 ,f(x)<<0， 
则 f(z) 单 减 ; 当 z>>1 二 Va 二 6 十 I 时 ,了 A(z) 记 0, 则 f(z) 单 增 . 故 f(z) 在 z=1 一 Va 二 6 十 1 处 取得 极 
大 值 . 
(2) f(z) 在 [a,cj 及 [ec,65] 上 都 满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 则 存在 a€ (a,c) ,BE (c,6) ,使 得 
fw 二 Ka £9, ff /OD—/O fo 


i 0 一 c” 


因为 F(c) 二 0, 则 广 (w 二 0, 广 (8) 一 0. 
因 f(x) 在 (a,5) 内 二 阶 可 导 , 则 了 (xz) 在 [a,B] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 故 至 少 存在 一 点 &E ( a,B) ,使 
/0-80. 


(3) 设 f(z) 一 tanz 一 z 一 于 过 : 则 、 


JP(z) 一 seczz 一 1 一 好 一 tan2z 一 zZ2 一 (tanz 一 Z)(tanz 十 z)，* 当 0<zx< 训 时 ， tanzt+zx>0. 


设 g(x)=tanr 一 xz, 则 g(x)=sec’ x 1 一 tanz>0.8(z) 在 (93 ) 内 单调 增加 ,所 以 5Cz)>&(0) 一 


0, 从 而 凡 CD>0,7(z) 在 (0 各) 内 单调 增加 ,7(z)>>7C0) 一 0 即 tanz>z 十 本 


5. 解 令 y 一 6z?: 一 12z 一 18 一 0, 得 驻 点 z 一 一 1,z 一 3. 令 y 一 12z 一 12 一 0, 得 zx 一 1. 


工 (一 co ,一 1) = (1 1 (Gs 3 (3, 十 co) 
y 十 0 0 十 

0 + + 

y 增 、 凸 极 大 减 . 同 拐点 减 .四 极 小 增 . 凹 


极 大 值 为 (一 1) 王 17, 极 小 值 为 >(3) 一 一 47 ,拐点 为 (一 1.15). 
6. 解 (1) CCP)=5Q 十 200=5(100 一 2P) 十 200 一 700 一 10P， 
R(P)=QP=(100—2P)P=100P—2P?. 
(2) L(P)=QP—C(P)=(100—2P)P—(700—10P)=110P—2P:—700, 
L'(P) 二 110 一 4P. 令 L'(P)==0, 得 P=27.5. 
又 也 CP)= 一 4<0, 故 当 P=27.5,Q=45 时 获得 总 利润 最 大 . 


不 定 积分 


E! 大 纲要 求 及 重点 内 容 


1. 大 纲要 求 

(1) 理解 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 ; 

(2) 会 灵活 运用 不 定 积分 的 性 质 及 基本 积分 公式 求 不 定 积分 

(3) 会 灵活 运用 第 一 类 换 元 积分 法 求 不 定 积分 ,会 用 第 二 类 换 元 积分 法 求 被 积 函数 合 
有 根 式 的 不 定 积 

(4) 会 灵活 运用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 

(5) 会 计算 简单 有 理 函 数 的 不 定 积分 . 

2. 重点 内 容 

原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 ;不 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 . 


4,2 内 容 精 要 


1. 原 函 数 概念 


若 在 某 区 间 工 上 可 导 函 数 F(z) 的 导 函 数 为 f(x) , 即 对 每 一 +ET, 都 有 F(x) 二 f(z) 或 
dFCz)=Fz)dz, 则 函数 FCz) 称 为 FCz) 在 该 区 间 上 的 一 个 原 函 数 ， 
2. 不 定 积分 概念 


在 区 间 I 上 ,f(x) 的 所 有 原 函 数 称 为 函数 f(z) 在 区 间 了 上 的 不 定 积分 , 记 作 [rear 
车 下 (x) 是 f(z) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函 数 , 则 | 7(z)dz 一 FCz) 十 C, 其 中 C 为 任意 常数 

3. 基本 积分 公式 

CD | Adz = 妇 十 CE 为 常数 )， (2 | > wr 一 党 T+C (nz 1); 

和 | |z| 十 Cc; CD | rde = arctanz + Cs 


2 er 


dr 一 arcsinz 十 Ci; (6) | eaz = 下 Tc >o 有 ae 关 Di 
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《全 [ear=etc; (8) | cosedz = sinz 十 C; 
(9) | sinzdz =— cosz+C; (10) | seczzdz = tanzr+ CC; 
(11) | csczzdz 一 一 cotz 十 C; (@ yD) | secztanzdz = secr+i+ OC; 


(13) | csczcotzdz 一 一 cscz 十 C. 

4. 不 定 积分 的 性 质 

性 质 1 让 [| f(r)dz| 二 f(z) 或 d [| 7Cz)dz] = f(x)dz. 

性 质 2 [Fa = F(z)+C 或 | dF(z) = F(x) 十 C. 

性 质 3 两 个 函数 代数 和 的 不 定 积分 ,等 于 它们 各 自 不 定 积 分 的 代数 和 , 即 
| [f(z)+g(r)]dr = [fewar +| g(x)dz. 


注 ”此 性 质 可 推广 到 有 限 多 个 函数 之 和 的 情形 . 
性 质 4 非 零 常数 因子 可 提 到 积分 号 前 面 , 即 


| repdz 一 4| rodz (k 关 0). 
5. 求 不 定 积分 的 基本 方法 
(1) 第 一 类 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 


jy nr |fG0du 后 一 积分 对 u 来 说 容易 积分 . 
(2) 第 二 类 换 元 积分 法 J var Bt /gg Od 


Q@ 三 角 代 换 被 积 函数 中 含有 Var 一 zx? 时 , 设 x 二 asint; 被 积 函 数 中 含有 Va 十 x 
时 , 设 z = atant; 被 积 函 数 中 含有 Vx? 一 a? 时 , 设 x = asect. 


@ 倒 代 换 如 | -一 只, 设 xz 一 二 
指数 代 换 "| 
@ 简单 无 理 函 数 。 如 | -一 上 dz, 设 < 一心 


有 Vz 
(3) 分 部 积分 法 


| as = ww 一 | wd, 关键 的 问题 是 如 何 把 被 积 函数 分 成 西部 分 ,分 成 的 两 部 分 应 满足 
一 | du 必须 能 求 出 ;第 二 个 积分 比 原 积分 容易 求 . 

典型 的 分 部 积分 类 型 如 | zcoszdz,| zeerdz,| mlnzdz,| zarcsinzdz, | zaretanzdr， 
| ecoszdz 属于 循环 积分 . 


4.3 人 
(4) 有 理 函 数 的 积分 


任何 一 个 有 理 假 分 式 都 可 以 化 为 多 项 式 与 有 理 真 分 式 的 和 . 又 因为 多 项 式 的 积分 很 容 
易 , 所 以 ,可 以 将 有 理 函数 的 不 定 积分 转化 为 有 理 真 分 式 的 积分 问题 . 
理论 上 已 证 明 , 任 何 真 分 式 总 能 分 解 为 部 分 分 式 和 ,分 解 方 法 如 下 : 


设 RCz) 一 和 区 为 真 分 式 ,多 项 式 Q(z) 总 能 在 实数 范围 内 分 解 为 一 次 因 式 和 二 次 真 因 
式 的 乘积 ,不 妨 设 


Q(z) = bo (一 4) (zt prt+q)"™, 
其 中 p? 一 4g 二 0,…. 于 是 真 分 式 R(x) 必 能 分 解 为 如 下 形式 的 部 分 分 式 之 和 |: 


P(x) A As 二 4 ,.., MzrtNi 
R(x) Q(z) a! art 二 二 机 1 1 (x +pr tq)” 
Mzr+ N; pe Mz 十 和 N。 
(z+pr+g)™ (z 二 prt+g) 
其 中 诸 函 数 中 AAA M Ms，…,M;Ni,Ns，… ,NN 等 在 具体 问题 中 用 待定 系数 
法 求 出 . 


一 般 地 , 求 有 理 真 分 式 的 不 定 积分 的 步骤 是 : 
@ 将 有 理 真 分 式 分 解 为 部 分 分 式 和 ; 
@ 求 出 各 部 分 分 式 的 原 函 数 . 


4,3 题 型 总 结 与 典型 例题 


题 型 4-1 关于 不 定 积分 与 原 函 数 的 概念 

【 解 题 思路 】 本 章 最 重要 的 两 个 概念 是 不 定 积分 与 原 函 数 ,正确 理解 不 定 积分 与 原 函 
数 的 定义 ,是 解决 本 题 型 的 关键 . 

例 4.1 设 函 数 fF(z) 在 (一 co, 十 cc) 上 连续 , 则 上 [| reepdz] 等 于 ). 

A. f(x) B. f(r)dzx C. f(z)+C D. f (x)dz 

解 设 F(z)==f(x), 则 | f(r)dr|= d[F(x) 十 C] = f(x)dx, 故 选 B. 


注 qd 与 | 是 互 送 的 运算 符号 ,相遇 时 则 互相 抵消 .不 过 当 | 在 d 之 前 时 ,相抵 消 后 要 加 


C, 如 |dz 二 Xx 十 C. 


例 4.2 已 知 f(x) 的 一 个 原 函 数 为 cosz,g(Cz) 的 一 个 原 函 数 为 x ,下列 哪 些 是 复合 函 
数 FLsg(z)] 的 原 函 数 ( 和 
半 B. cos:zx C. eosr’ D. cosz 
解 ” 先 求 fLg(x)j, 由 题 意 得 
f(x) = (cosz) = 一 sinz,g(z) = (zz) = 2x, 所 以 f[g(x)] =— sin2x. 
将 所 给 的 四 个 函数 逐个 求 导 ,只 有 (cos2z) 一 一 2coszrsinz 一 一 sin2z, 所 以 只 有 cos’x 
为 fLg(Cz)] 王 一 sin2z 的 一 个 原 函 数 , 故 选 B. 
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例 4.3 设 F(z) 是 了 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 下 (x) 为 偶 函数 是 f(x) 为 奇 函 数 的 ( 


A. 必要 条 件 B. 充分 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 
解 ” 充 分 性 ”因为 F(x) 二 f(x), 车 F(x) 为 偶 函 数 , 则 f(x)==F' (zx) FC— 
f( 一 z), 即 了 (一 zx) 二 一 f(x) ,f(x) 为 奇 函 数 . 


必要 性 ” 关 f(x) 为 奇 函数 ， 又 | f(z)dzr 二 F(z) 十 C, 所 以 F(x) 为 偶 函 数 . 故 选 C. 


1+z 
+Vz 


例 4.4 已 知 F(z) = 
解 ”根据 题 设 条 件 , 有 


, 且 下 (0) 王 1, 求 F(z). 


FCD= | Podz -| 去 


一 as VEdx 一 并 一 


3 


z=|a Vz 十 


3 


| 
m3 | 


4 
3 


又 F(0)=1, 得 C=1. 所 以 F(z)=z—Txt+xi+l. 


题 型 4-2 分 项 积分 法 
【 解 题 思路 】 


通常 把 一 个 复杂 的 函数 分 解 成 个 简单 函数 之 和 ,例如 : f(x) 二 gi (x) 十 


ksga(z) ,车 能 求 出 右 端 两 个 函数 gi (x) 和 gs (xz) 的 积分 , 则 应 用 不 定 积分 的 基本 性 质 
| f(z)dr=h [a (zx)dzr+tk | ecodz 就 可 以 求 出 函数 f(x) 的 不 定 积分 . 


例 4.5 求 下 列 不 定 积分 : 
1 3 人 Ce i bd | 本 [ete 
| Td Ds: | mo (| 
1+ 3zx’ [=2+3040 . ‖ 1 | 
解 (1) I 二 dz TH dz 1 3 二 3 | 
一 一 2arctanz 十 3z 十 C. 
(zx+1)? [#1t | 1G 下 ) | 
‘2 |# EE ri Fl 
一 ln |xz| 十 2arctanz 十 C. 
| ez 十 cos2 并 |( 1 二 浊 ) 
人 | i sin? «cosiz ~ cos27r sinix He 
| EE dz 十 | 要 dz 一 tanz 一 cotz 十 C. 
COS 并 Sim 工 
2 | 一 1 \x | 一 Vx er 1 | 
| 到 全 dz 一 | (e )xdz 十 | (2 ydz ne 寺 丙 = 二 翅 En C， 


题 型 4-3 第 一 类 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 
【 解 题 思路 】 


第 一 类 换 元 积分 法 又 称 凑 微 分 法 , 解 题 关键 需 在 被 积分 函数 中 “ 凑 ” 出 一 


部 分 微分 . 即 “ 凑 微分 法 ”, 由 于 这 种 方法 灵活 多 变 , 因 此 是 不 定 积分 法 中 较 难 掌握 的 方法 ,在 


熟 记 常用 公式 的 前 提 下 ,应 多 熟悉 一 些 常用 类 型 及 其 变化 . 凑 微 分 法 是 不 定 积分 法 中 最 重 


要 的 一 种 方法 也 是 最 难 掌握 的 一 种 方法 . 


4.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


V1 2arctanz 
C3 | i dz 


例 4.6 求 下 列 不 定 积分 : 
‘i | eaz; C2 za ta) mde; 


(4) | sinz 一 cosz 


攻 2 (lnz 
es 二 G) | i (6) | (zlnz)z(lnz 十 1)dz， 


解 (1) | es Hz d | es erdr | es der es 十 C. 
(2) jza +zx:)'™dzr = ta 十 z2)1d(1 十 z2) 一 sl +x)" +C. 


202 
V1 十 2arctan 并 
(3) | T+ dz 


|a 十 2arctanz) 去 d(1 十 2arctanz) 


一 立 x 3 十 2arctanz) 半 十 C 一 0 十 2arctanz) 寺 十 C. 
(4) | Sinz 一 cosz dx [cos Hsinr) sd(coszt sinz) 1 (coszt 二 sinz)™ 十 C. 
(cosz sinzx) 4 
人 5 到 | dx | dr | dz 
sin2x 2sinz 2sinzcosz 十 2sinz 2sinz(1 十 cosz) 8sin 之 coss Z 
sin 本 cos 也 
| Sec dtan ye 1 [ff 1 ) 
an + dtan 
dtan 之 和 WW 2 
2 2 
1 i 个 2t88 之 | 
4 2 2 


(6) | mai dnzt 1)dz = [anatacalne) = 三 (zlnz) 十 C. 


题 型 4-4 第 二 类 换 元 积分 法 

【 解 题 思路 】 第 一 类 换 元 积分 法 ,实际 上 是 作 变 量 代 换 p(x) 二 4, 只 是 因为 p(x) 隐 含 在 
被 积 函数 中 ,所 以 较 难 掌握 ;而 第 二 类 换 元 积分 法 是 作 变量 代 换 zx 一 p(1) ,就 较 容易 掌握 , 常 
见 的 变量 代 换 有 : 三 角 代 换 , 倒 代 换 、 无 理 函 数 的 代 换 , 换 元 积分 法 得 到 的 结果 必须 代 回 原 
变量 这 一 点 很 重要 . 

例 4.7 求 下 列 不 定 积分 : 


Xdzx 
|—— se 一， od er 
(zz 十 3) 站 


Vx —9 
(3) | —— =======*» (4) | 一 一 一 一 dz. 
| 2 和 25 生 2 | " 
解 (1) 被 积 函 数 含 V1 一 x? ,于 是 设 + 二 sint, 则 dz 一 costdz, 故 


原 式 == | sintcostdt | sintdt | dcost 


(sin2z 十 3)cost sin:t 十 3 4—cost 
2 十 cost 
于 (二 jdeos 加 fm | 疆 s|+c 
= 
1 寺 34 Wl = +c 
4 2= Wl = 
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(2) 被 积 函数 含 1 十 x? ,于 是 设 xz = tant, 则 dz 一 secridt( 过 殖 ). 故 


| sec’t | cost ‖ 8 | = 
原 式 ne sini i sin't doin 
395 3 
= (让 1 Jasine 上 
J\sint sint 3 sint sint 3 
(3) 原 式 | dr》 _ 设 z1 一 tant; 则 d(z 十 1) 一 secidi|( 一 瑟 ' 皇 ), 于 是 
1 十 V(z 十 ] 六 十 1 2 2 
「 seczzdz | dt dt | 1 
原 式 1 十 sect cost(1 十 cost) Cost 让 i 
sectdt | 1 dt +| OS dt = ln | sect tant | 二 cott— 1 4 
sin’t sin’t sint 
-2 
pr | 1 T 十 2z 十 2 . 
ln | Vx: 十 2x 十 2 二 11+= 寺 I | 赴 忆 


(4) 设 z = 3sect, 则 dz = 3secttantdt, 于 是 


= 3tant 。 = 二 si = sin oR 3 
原 式 | ET 3secttantdt 9 sin’tcostdt 9 Sin2tdsint 27in t+C 


. (Ee) Fé: 


= = 


例 4.8 求 不 定 积分 | 二 


解 设 z 一 证, 则 dx 一 一 言 dt, 于 是 


1 
一 二 
此 | ts | 所 1+ 
原 式 li Fd 元 
Fa £ 
1 
过 汪汪 4 四 
一 | Dee Dd | 二 iu 


7 tf 十 : 2; 3 十 t 一 arctant 十 C 
1 1 1 1 
7 5 一 + 均一 arctan 芯 四 


注 ”本题 是 利用 倒 代 换 的 换 元 积分 法 . 该 方法 一 般 适 用 于 被 积 函数 的 分 子 或 分 母 含 x 
的 高 次 寡 的 情形 . 设 m,n 分别 为 被 积 函 数 的 分 子 、 分 母 关 于 工 的 最 高 次 数 , 当 n 一 m 记 1 时 ， 
利用 倒 代 换 的 换 元 积分 法 . 

例 4.7, 例 4.8 为 三 角 代 换 、 倒 代 换 的 第 二 类 换 元 积分 ,无 理 函 数 的 代 换 的 换 元 积分 法 在 


后 面 有 题 型 . 
题 型 4-5 ”分 部 积分 法 


【 解 题 思路 】 分 部 积分 公式 [epaocn = u(r)v(z) — [ocrauce) 或 aCe) Cn)qz 一 
u(x)v(x) 一 Joca)w (x)dz, 运 用 分 部 积分 法 的 关键 是 如 何 选取 u(x) ,dv(z). 利用 分 部 积分 


4.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


公式 应 注意 两 点 ; Dv 要 容 易 求 出 ; @ | vdu 要 比 | wav 容易 计算 . 


例 4.9 求 下 列 不 定 积分 : 
(1) | = sin2zdzi 


(3) Jearctane: dr; 


l)e 


(2) | 二 dr 


er 


dz. 


2 
| 


(e+1) 


解 (1) | 2 sin2 六 qd | zr? = Sos2zd 


下 ek 


3 | eeosazdz 


1 (2 sin2x | ,Sin2zx | 
( 2 27 2 dz 


2 Sin2z 


i [x .| +| 


ee 了 ] 


x’?sin27x 


(z+ De’ 


el le 


1 


Tcos2x + Bsin2z i 


(z+ De 


| 


《F207 


fe 


Zl 


t ved( 


Z 十 2 


TT | ax 


) 


2 


《3) [earetaner dz 一 | arctane’d(—e€*) =—arctane” 。@€™ + 


=—arctane”。€ 


| 


| 


C 


e 本 


(e+1) 


Fe FC. 


一 和 
一 arctaner 。e +| “dr 
Le 


六 In(l +e*)+C. 


Cj dz 


(e+1)’ 


|aa (si) 


er 


证 1 


工 


总 
js Ti 


| (8 


We 


| 
| ej) 


工 


让 
er 提 下 


lne 


lf 直 二 十 旋 


二 二 1 ln (e* 十 1) 十 C. 


例 4.10 若 f(z) 的 一 个 原 函 数 是 In(Cz 十 VIT2D), 求 | xf)dz. 


解 f(x) 的 一 个 原 函数 是 ln(z 十 VI 于 之 ), 则 f(x)=[In(x+ VITZ)] = 一 | ， 


于 是 | zf Ce)de Tier) | 


1 十 2 
f(x)dr =— = ln(z 十 VI 十 好 ) 十 C. 
V1 十 三 
例 4.11 设 /(z) 的 一 个 原 函数 是 zlnz, 则 |zf (x)dr 一 ( ， )， 
B. x (全 + 二 nzj+c 


A. zx 仁 +Tmz] FG 


| 
人 (3 imz] 


看 
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解 f(x) 的 一 个 原 函 数 是 zlnz, 则 f(x) = (zlnz) = lnz 十 1, 于 是 


[ercodz= | omz 十 1)dz = [zinzae + zdz 一 Jinza( 扫 上 + | 


好 
2 


| 2 2 
lnz Tt 到 Inz 十 村 十 C 
故 选 B 
题 型 4-6 ”有 理 函 数 的 积分 


【 解 题 思路 〗 关于 有 理 函 数 的 积分 , 假 分 式 可 以 分 解 为 多 项 式 与 真 分 式 的 和 , 真 分 式 可 
以 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ,最 简 真 分 式 的 形式 只 有 四 种 : 


1 Mz 十 N Mz 十 N a 
Pr (n= 2,3,,p° —4g = 0)., 
例 4.12 求 下 列 不 定 积分 : 
dz . | Ea 
| rir 人 
1 

6 | 2 aa a 
> FE ed re ey va 

1 Ar+B, C oN 
解 (1) 设 -天 Ey 江 共 二 本 计生 和 1 十 二 , 通 分 并 比较 等 式 两 边 得 

(CAz 十 B)(z 十 1D): 十 CCzz 十 1) 十 DCz 十 1)(z 十 1) 


1 
(Dw 和 (2 二 BB 二 CDe TAT42BT Ds:+B+C+D=t 


DD: 三光 。 
B=0, 
2A+B+C+D=0, 
2 
门 AT2B+D 0， 解 得 C= 玛 ， 
避 半 已 站 全 二 
D=1 
i 
1 i| 注 | dz 1 dz 
于 是 | a a ee ry We ee 
i 全 六 到 1 4 , 
三 二 二 
(2) 方法 一 因为 zt 十 1 = (x 十 了? 一 (2x)* = (zx? 十 2x 十 DD) (x? 一 V2x 十 1), 所 以 


2 
.i | Az+B Cet 1 1 
十 ,; 解 得 A=0,B== 志 ,C==0,D 二 二 ,于 是 
工 十 1 xz? 十 M2xz 十 1 zi—V2zxtl 2 2 


ll +1 dz | . dz + | EL 于 
x 十 1 2 了 十 VZz 十 1 2、 妇 一 2z 十 1 


| ! _ 中 | 

dz 十 dr 
2 [oY 2 pA 
(z+ 后 十 羡 (=- | + 二 


二 Faretan ax 十 1) 十 Faretan (yar 一 1) 十 C. 


4.3 题 型 总 结 与 典型 例题 人 


1 十 点 1 十 点 
ee i Ey -2 


i ( 二 四 元 一 一 
并 遍 范 
志 一 呈 | 

EE 1 | 

arctan 丰 忆 arctan CG 
V2 V2 V2 V2z 
.3| 一 27z 一 4 二 [ss dz 

G) | 二 到 0 


3[ d(x 一 4zr 十 5) 4 一 2) 
2 z2 一 4r 十 5 oi 


3 In 47x 十 5) 十 4arctan(x 一 2) 十 C. 


zs . 1| Ll 
(4) 方法 | TF i | 


= 和 ja] 


.6 6 | | 
页 [lnz ln(z 十 4)] 十 C 34 


方法 二 设 工 = 证, 则 dz 一 一 去 df， 于 是 


| 1 ( 本 一 如 
| 过 了 + Pn 


| 1 4s 
24」 1 十 4 24 


题 型 4-7 简单 无 理 函 数 的 积分 
【 解 题 思路 】 求 简 单 无 理 函数 的 积分 的 关键 是 运用 变量 代 换 ,或 分 子 、 分 母 有 理化 ,把 
根 号 去 掉 , 从 而 化 为 有 理 函数 的 积分 . 为 此 ,可 以 通过 对 被 积 函数 的 变形 或 根据 被 积 表达 式 


的 特点 ,灵活 地 选择 变量 来 达到 目的 . 
例 4.13 求 下 列 不 定 积分 : 
dz Ee ln 
Do | /dr (3)| 一 到 一 dz. 
| sy Bs | VI 


解 (1) bb Ee 二 1, 即 设 
MNT 二 4, 则 z= 二 二 ,dx = 4tdt, 于 是 


| dz | ds dt 4| 
yd yp RL Ch 


dt 


1 | i 
直 RA 


4 4 1 
Ir Tae 
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2 4 
丰 马 
+N) 11+ 


二 六 


> 
和 
(2) 设 i, 则 壕 到 1T'dz 证 jzds, 于 是 


1 fil+z,. je —2t | 站 J 1 ) 
| 过 dz 全 Diga—iyd 2 Ei 2 十 元 一 dt 


厅 二 六 fe i: 
| 垂直 +c 2 呈 | TE) +e. 


(3) 令 V3 玉 二 2=1, 即 xz 一 于 (2 十 2), 则 dz 一 人 /dl/, 于 是 


2 


in EG +2) 


2 2| 癌 寺 名 
3tdt 3 ln 3 dt 


-2 | 下 
2)z 和 ad] 


i 
一 2 十 2V2 arctan 让 ] Cc 
尘 


| om 2 Wax=2 re 2 c| 


pe 
El 
[ 
四 
| 


ws oo| 虽 wm wm > 


注 车 被 积 函数 含有 Yaz 二 5 形式 ,可 令 Vaz 于 5 一 1, 即 x 一 二 (1 一 b) ;对 被 积 函 数 合 有 


az 十 0 oz 十 0 14. 即 bd 


经 二 的 简单 无 理 函 数 ,可 令 \ 儿 一 人 即 z 一 人 ， 尽 管 一 些 被 积 函数 中 所 含 根 式 的 


形式 与 上 面 介 绍 的 有 所 不 同 , 但 也 能 通过 变量 蔡 换 将 根 式 去 掉 . 如 下 面 例 4. 14 中 可 令 
Ve —2=t, 即 z=1ln(2+z?). 


例 4. 14 求 | 


= 
-7 


解 | 一 =?jaa e—2=2r Ve—2 2| ee —2dz. 
Ve—2 


令 Ve 一 2 = 二 ty 即 z= 1n(2 十 #2), 则 dz = 和 Fz2tdt, 于 是 
二 2 十 2 一 2 4 
| 2dz [ee 中 2 二 天 dt 2 (1 二 :ju 


= 21— 2V2arctan -于 十 C 
/3 1 


= 2 Ver 一 2 一 2V2arctan -1+C. 


故 


4.3 题 型 总 结 与 典型 例题 人 
原 式 = 2x Ve 一 2 2(2 er 一 2 一 2V2arctan 屋 -1]+c 


一 2(z 一 2) Ver 一 2 十 4WV2arctan 2 一 和 二 攻 (CE) 


题 型 4-8 ”三角 有 理 式 积分 


【 解 题 思路 】 对 三 角 有 理 式 积分 ,可 通过 万 能 置换 公式 tan 守 =t sinr= cosz= 


] 和 ,化 为 有 理 函 数 的 积分 ,或 设 tanz==1, 也 有 直接 凑 微 分 的 形式 . 在 一 般 情况 下 哪 种 方法 


简单 就 用 哪 种 . 
例 4.15 求 下 列 不 定 积分 : 


3sinz + 2cosz 3 | dx 
Cn | 二 ee +3’ 人 ) | 和 二 十 3cogz ds Wo (2 十 cosz)sinz” 
解 (1) 设 tan 学 一 全 即 2Z 一 2arctant, 则 dz 一 zdt, 于 是 
2 
| dz | TE 下 dC 十 1) 
60sz 十 2siaz 寺 3 一 六 2t Pe (zt 二 1)* 十 1 
a i 


一 arctan(t 十 1) 十 C 一 arctan tan 元 十 1)+ 人 


(2) 设 3sinz 十 2cosz 一 ax(2sinz 十 3cosz) 十 B(2sinz 十 3cosz) ,由 此 得 2a 一 3B 二 3,3a 十 28 二 2， 


出 a= 过 ,8= 一 上 
解 出 a 13°P 15 ,于 是 


3sinz 十 2coszx EE 5 「 (2sinz 十 3cosz) 和 
2sinz + 3cosz - 13 2sinz + 3cosz 


12 5 
137 im | 2sinz 十 3cosz | 十 C. 
(3) | dz | sinzdz | dcosz 
(2 十 cosz )sinZ (2 十 cosz)sin2 (2 十 cosz)(1 十 cosz)(1 一 cosz) 
1 由 
加 3 2 6 _ 
ll 2 十 coaz leo 1 一 God ps 


= 于 mn | 2 十 cosr | 一 去 m | 1 十 cosrz 上 + 二 11 一 coaz | 十 C. 


题 型 43-9 分 段 函 数 的 不 定 积分 
【 解 题 思路 】 分 段 函 数 如 果 是 可 积 函数 ,那么 原 函 数 是 连续 的 ,分 别 求 出 各 区 间 段 上 的 
不 定 积分 表达 式 , 由 原 函 数 连续 性 ,调整 各 积分 常数 的 关系 ,使 原 函 数 在 分 界 点 处 连续 . 
hs 工 二 0， 
例 4.16 设 FGz) = rx 十 1，0 达 zx 过 1, 求 | redr. 
27zy tz 1 
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2 
解 |rouz= 到 二 2 二 0 和 xz 委 1， 


2 十 Cs， Ep 
因为 f(z) 在 x==0,x 二 1 处 均 连 续 , 故 原 函 数 也 连续 ,所 以 得 


站 二 去 +1+C 大 让 丰 家 ， 


于 是 取 C=C, 则 C =C,C= 去 十 C. 故 


Cs 元 去 :05 
2 
[rouz= 村 十 z 二 CC 0 去 趣 委 1， 


Xz: 十 二 和 > 


例 4.17 求 maxt 1 ,zz ) dz。 


th 
解 ”因为 max {1,x:} = 二 41， 一 1 志 x 牵 1, 所 以 
,Es 
3 
本 十 Cl， 工 < 一 1， 
g(x) = [max (Lar ydz = 4 Cr Sw 


本 十 C， EF 
又 g(xz) 为 连续 函数 ,所 以 


lim g(x) 了 和 而 1 十 Cs = g(—D, limg(z) 一 + =1+C: = g(1). 
xz] 


一 1] 


解 得 C1 一 一 也 十 Cz,C 一 也 十 C2, 于 是 取 C 一 Cs, 得 


四 


一 二 十 C， 二 


SCZ) = |maxtlizjdz= 在 如 rl 


+ 了 +C， 
题 型 4-10 ”综合 题 型 的 不 定 积 分 的 计算 
例 4.18 求 sin yzaz. 


【分 析 】 被 积 函 数 中 含 Vz, 首 先 去 掉 根 式 , 再 两 次 用 分 部 积分 法 积分 . 
解 令 4T=t, 即 zx =, 则 dx 二 3di, 于 是 


原 式 一 Jsin » 3f2dt 一 一 3| edeost = 一 3Fcost 十 3|cost 。2tdt =— 3f?cost 二 6 idsint 


4.4 课 后 习题 解答 他 


一 一 3 如 cost 十 6tsint 一 6|sined 二 一 3f2cost 十 6tsint 十 6cost 十 C 


=— 3zx$ cos Yr +6 rsin z+ 6cos VE 
a 
例 4. 19 求 | (人 dz. 


【分 析 】 用 分 部 积分 法 ez 宜 放 在 du 部 分 ,而 另 一 因 式 (了 到 | 较 烦 琐 , 应 先 拆 项 
化 简 . 


解 |( 竺 3 ] =|e [于 二 好 zz]dz 一 | 1 上 drt |ed(TH) 


| dri—e | dr=—e s+C. 


1++zx? Ew 1 1 十 z 
例 4. 20 求 | 一世 十 LInede, 
【分 析 】 用 分 部 积分 法 nz 应 放 在 分 部 积分 的 中 , 另 一 因 式 一 本 二 二 5 较 烦 正 ,应 先 


拆 项 化 简 . 
| . EE, 2 a 时 
解 | i lnzdz J(# re yr Jinrd EE -inzdz 十 中 本 二 lnzdz 


[aamz ?jzdl: 二 】 


Inzx lnz | 1 
2 2 冯 三 是 | = dx 


ln*z 2nz ， | 1 L 】 _ 
人 
ln2z lnzx 
2 2lIn|x—1|—2ln|zxl|+C. 
2 ek! 


4,4 课 后 习题 解答 


习题 4.1 

1. 设 F(z) 一 (2z 十 De , 则 | 六 czdz = 

解 因为 /Cdz = /CD 十 C, 所 以 | nde = (2z 十 Den 十 C. 

2. 设 sinz 是/(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 | /zy)dz= 

解 因为 sinz 是 7(z) 的 一 个 原 函 数 ,所 以 |/(z)dz = sinz 十 C 

3. 求 下 列 不 定 积分 : 

mls= WD Co) | (得 一 二 + 雯 )d | J 


证 到 | dr | 1+2x’ 
wf( 十 二 ju | satsy’ (| ars! 
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(7) [Perdr 《9) | eorzdz; 
(10) | 2 芝 天 2 dx; GD |sin 三 dr G2) | ee 
3 COS 工 = 
dr | 过 sz 了 十 e608 
C9 | Ie0s2xr 9 TF 


了 


w= YE) dr — [a-2t 十 于 )dr 一 工 一 全 二 十 二 本 十 Ci 


1 4 2 2 
(2) (3 二 十 二 )d 于 一 上 |z| 一 吉 十 Ci 


(3) (++ 训 )dz= 可 二 地 十 3mlz| 十 Ci 


(4) (a = hj ln|z| 一 3arcsinz 十 C; 

(5) 7 1 ) (人 应 jd 了 arctanz 十 C; 
(6) 全 (全 t 下 二) 二 十 aretanz 十 Ci 
(7) edz= ec )=dz 并 tC- 六 1+C; 


ezz 一 1 
本 一 


(8) 


dz fe ti Ddr=e+i+zricCs 


(9) | cofzdz [ese 1)dz ee haz = cotz 一 工 十 C 


2 
s{2 
2X3z* 一 5X2= :=| (3) | . 5 BN 
(10) [2-s 3) ]d 2z 2 HC= 2 | FC; 
"(3) 
ny [i a | 0 7 [| Jeosraz] Li 
2 9 2 有 2 人 2 
(12) 8 dr | Cos 工 一 Sin x dr [eose+ sinr)dr = sinz 一 cosr 十 C; 
COSZ 一 SINT COa2 一 Sin 
dz 
013) 1 二 cos2x Ter PY ct 


1 十 cos: 工 1 十 cos? 工 1 1 本 | 1 ry | 
Cua 1 二 cos2zx Es 2 cos:zx us 2 | COS2 工 4 2 ha 2 Se 

4. 一 曲线 通过 点 (e ,3), 且 在 任 一 点 处 的 切线 的 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 , 求 该 曲线 的 方程 . 
解 ” 根 据 题 意 知 /(z) 一 士 , 即 /(z) 是 二 的 一 个 原 函 数 ,从 而 /(z) = | 二 dz = Inz 十 C， 


由 于 曲线 通过 点 (e@,3), 得 3 一 2 十 C, 即 C 一 1, 故 所 求 曲线 方程 为 > 一 Inz 十 1. 
5. 对 任意 XER, 了 (sin?zx) 一 coszz 且 f(1) 一 1, 求 f(z). 


解 设 1=sin?z, 则 (=1 一 t; 即 了 (zx)==1 一 zx, 于 是 f(x) = |a=- ad 一 工 一 三 


2 
二 十 C 一 1, 即 C 一 二 ,因此 /CD 一 z 一 亏 十 二 


又 由 于 f(1)==1, 所 以 1 2 站 


6. 已 知 杰 Cz) 一 SS 于, 上 F( 王 )= 一 1 求 Fe) 
解 ee 
Fz) [Feod | cos2 de | cos’ zo— simz | 


sin2z2 工 4 sinz x cos? 工 


4.4 课 后 习题 解答 人 


- ( L )= (tanr cotz) 十 C. 


sinz cosiz 


由 F( ) 1, 得 一 (mm 下 十 cot 于 ) FC 一 一, 即 C 一 一 方 , 故 FCD 一 一 二 (tanr+eotoD 一 二 . 
提高 题 
1. y 一 y(Cz) 在 任何 点 工 处 的 增 量 Ay 一 


EArto(Ar). 且 y(0) 王 0, 则 y(1)== 


解 因为 Ay= Az 十 o(Az), 所 以 y Tz, 故 y [yd | 天 ed 一 ln(1 十 z2) 十 C. 


下 本 
由 y(0)==0 得 0==In(1 十 0) 十 C, 故 C==0, 从 而 y 一 In(1 十 z2) 十 C 一 In(1 十 z2), 于 是 >(1) 一 In2. 
2. (er ) 王 1 十 ex ,CO0) 一 1, 求 FCz). 

解 因为 (er')==1 十 (er)?, 所 以 (7z) 二 1 十 x? ,于 是 


fC) |reodz a 0 $e +c. 


由 f(0)=1 得 C=1, 故 f(D=z 二 言 帮 十 1 

3. 设 某 商品 的 收益 函数 为 R(p) ,收益 弹性 为 1 十 声 ,其 中 为 价格 ,上 且 R(1) 二 1, 求 R(p). 
i dR _[1i+p’ ee 3 

解 ” 由 题 意 得 蛇 / 业 =- : Hp , 故 | 元 | 下 dp ,于 是 InR 一 Inp 十 合十 C. 


1 


把 RG) 一 1 代入 上 式 ,得 C = 一 村 ,于 是 InR bp 十 让 


4. 设 某 商品 的 最 大 需求 量 为 1200 件 ,该 商品 的 需求 函数 Q=Q(p) ,需求 弹性 -1a 为 
单价 (单位 : 万 元 ). 
(1) 求 需求 函数 的 表达 式 ; 
(2) 求 p 二 100 万 元 时 的 边际 效益 ,并 说 明 其 经 济 意义 . 
各 dQ/jdp_ pp dQ dp dQ dp 
解 (1) 由 题 意 得 dQ /gl 一 120 于 是 得 四 一 3 到 5 故 | 加 一 | 二星 天 
lnQ 二 In(120 一 p) 十 InC, 进 一 步 得 Q = C(120 一 pp). 
当 p 二 0 时 ,由 Q 一 1200, 得 C= 二 10, 所 以 Q= 10(120 一 p) = 1200 一 10p. 
1200 = Q ww dR _ 1200—2Q, dR 1200 — 400 
(2) R=Qp=Q 故人 站 当 p 一 100 时 , Q 一 200,46 a 
80, 即 需求 量 每 提高 1 Ss 80 万 元 . 
习题 4.2 
1. 填空 : 
(1) dz 一 d(5z 十 2); (2) sin3zdz 一 dcos37; 
(3) zx’ dz 一 d(2z" =5)s (4) es dz = de™™; 
1 = , 本 2), 
(5) 元 二 idz 一 d (ln (27+1)); (6) dr = 4 (二 ): 
(7) -和 十 asia Ce -= nd 
(| (arctan3z ). 
1 1 1 1 1 1 
解 《0D 二 Vt Ws Dm 0 人 国 元。 全 本 
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2. 求 下 列 不 定 积分 : 
LY [G3—22) "4; 


G) | 各 zdr 


9 | 一 中， 


《3) [eaz; 


YL 
0 |e 


(8) [zeosz dz; 


a2 
12) 二 


(2) 
| a 
(6) | sna, 


(10) | 二 aedr 


tH tanz 


dr 
人 | ZInzininz ’ 


GD | 一些- 一 


3 好 
dr; 
= 


dz | arccos’ x | 人 | sinz 
Ga3) | 一 广 拓 ~ OT (14) ef dz (15) | ig dr (16) | ders 
(17) | srdr Cl8) | 0 dr a9 | 二 dr， Go0 | = 
Uh y+ V2 一 xx 一 好 
wl ; (22) | + in gq, (23) | edz; G20 | Em 
(arcsinr 3 1—2 lnz) 1) 
解 |e 2z)adz | 2z)ad(3 一 2z) 直 (3—22)1+Cs; 
dz | 和 1 3 时 1 和 
6] (2—3z)3d(2— 3x) Xx 三 (2—3z)$ +C (2—3z)$+C; 
a 3 3 2 
(3) | srtdz = 1 edcr 1) = 了 ee + Ci 
1 a | 1 ee 
(| 二 5 | 一 5) snll 5z| 十 C; 
(5) | 二 edz ja 人 加 et+c; 
(6) | 各 业 dy = 2 sinVidyr =— 2cosyt + Cs 
A 
ft 
(网 | = 和 = | | 6) 
Zlnzlnlnz 
(8) | zcosz2d7 Ts dz sinz 十 C; 
dz 1 二 1 1 
(9) |e 3z)“d(2 一 3z2) X2 V2—3z+C 2 一 3 节 十 C; 
VE 6 6 3 
1 一 Sinz 
(10) 1 一 tanz | cosz dv cosz 一 Sinz dCsinz 十 cosz) In | sinz 十 eoaz| 十 Ci 
1 十 tanz 1 十 Sinz cost 十 sinr sinz 十 coszt < 和 RK 
COST 
dz erdz der 二 
人 二 Ce 十 1 二 二 全 
323 3[ dd1—z') 3 
(2) | dz i Tin |1—z|+C; 
dzr d(2+5lnr) _ 1 , i 
Wd ere i 5 lt ll tC 
‘9 
(14) A =--| arccos’ xd(arccoszr) 一 二 (Carccosz)3 十 C; 
AL 一 二 
De 
Gs 6 (至 ) 区 
15) | | arctan( ) HCs 
全 十 9 2 a In2 — In3 3 
3 
和 
sinz dcos 工 
人 COS3 工 cos3 工 2 cos2 工 


4.4 课 后 习题 解答 个 


(17) | soszdz 一 | soszeosedz fa sinzz)dsinz = sinz 2 二 Ci 
J Ouretane A Oenr 
as | Ti dz =|10 darctanz 一 Ri0 十 C; 
让 (Ly=E | | 区 _ d(lt+e) 由, 
G9) | Td de | dr | de ee In (1 十 e) 十 Ci 
E 2z 十 1 
C20) | 二 | dz 十 | dz 
V2 一 了 一 2 2 V2Z 一 x 一 好 2 V2—z—2 
d(2—z—zx’) | d(xz+1) 
3 Vi—z—2 2 V3 一 (z 二 15 
TE arcsin 日 
Et 
cn | dr 二 darcsin 工 1 pe 
(arcsinz): Vi—z7 (arcsinz )* arcsin 工 
1 十 lnz d (zlnz) i 
es ee 5 十 Ci 
sinzcosz _1 dsinzz _ 1 二 
(23) | 1 二 smezd 二 了 Si 2 arctan ( sin z) 十 C 
dr (x*—1)+1 .=—| 二 运 | +| _ 
Go | 7 i GTDm 4d C= Dt tm 
二 | 
| i re 
1 | | 1 +| 1 
| Cd 中 de D+| md — 
1 1 1 1 1 i 
97 (xz—1)” 49 (xz—1)® 99(r—1)” ~ 
3. 求 下 列 不 定 积分 : 
(GD [于 (2) [= (3) | 一些 -一 ， 
1 十 V1 一 好 于 xz? Vz 十 1 
(W | EF EE G) | — 二 此 rm! ‘| V5— dr — x dz. 
zr 1— Vi—zx’ 1 Vili—2r Vl—z’ 
(1) dz 于 二 ds 
1 十 Vi—xz EE z 工 了 
设 zx 一 sint, 则 dz 一 costdt, 于 是 
有 二 一 2 
| = 到 和 Cone ,= | ce [eee, Ddt = 一 cott 一 上 一 C 1 一 工 一 arcsinz 一 C 
i 将 
a arcsin7 二 起 
= 
(2) 设 z 一 3sect, 则 dz 一 3secttantdt, 于 是 
1 8 
| 工 2 | Si 3secrtanrdt — 3| tantid 一 3| Gsee’ 1)dz 
已 3sect 
3(tant—t)+C= Vr’ 一 9 一 3arccos 站 | 二 三 
(3) 设 z=tant, 则 dr 二 sec?*tdt, 于 是 
| dz | ee cost d(sint) 1 十 C 中 已 
Br 本 tan’ tsect sin?t sin2t sint 六 
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(4) 设 z 一 asint, 则 dr 二 acostdt, 于 是 
pgs pp 1 
| 3 dr | 2coS5 ucostdi | ee |eese; Ddr 


a? sin’t 


cot=#+C 


Va—r 


x 
arcsin 一 十 C. 
a 


(5) 设 x 二 atant, 则 dx 二 a sec*tdt, 于 是 


dz 出 1 站 -二 
| CE Ha | ei sec’tdt 二 |eoseat 2 sint FC 


(6) 设 z 十 2 一 3sint, 则 dz 一 3costdt, 于 是 


| (5d | V9 Tt de 一 gcosod = 9| T+ eos2 a (+)+c 


9 + sintcost) 十 C 一 arcsin 节 二 2 十 三 二 2 YY5 一 二 一 了 于 己 


2 2 3 
提高 题 
1. | 3cosz 十 Sinz dr 
2sinz 十 cosz 
3cosz 十 sinz | | 2sint cosr ，2cosz 一 sinz | 十 | 1 Sg 
解 2sinz 十 cosz (es Din er | dd 2sinr 十 cosz es 


一 十 in| 2sinz 十 cosz| 十 C. 
各 若 | rcodz 一 妇 十 C, 求 |zf(1 一 也 )dz。 


解 |zf(1 一 z2)dz i)/a xz)d(1 一 2) 


各 [rearceodz 一 


t=x? 


3 
解 “|zrczz) Cr) dr 二 [roreod fAdf 0) 2 FC £2 FG 


4. 已 知 f(x) = er=， 求 | LD dv. 


解 LD dz = |f dnndine [In +C=ew+C— H+c. 


5. 已 知 了 (cosr) = sinz, 求 f(cosz). 


解 f (cosr)sinrdr =— |f Ceosn) deosr 一 一 (cosz) 十 Cl 


又 | rceosmsinzdz |smzdz | 二 dz= 艺 Tsin2z + C:. 故 


Pe ne 于 +CC= C.-C). 


4 
习题 4.3 
1. 求 下 列 不 定 积分 : 
(1) [zeos2zdz; (2) red (3) 人 (z+1)dzr; 
(4) Jareeoszdzs (5) [aretanzdzs (6) | za 
(7) fz cos’ rdzrs (8) |zln (zx— 1)dzr; (9) Jeosinedz; 


(10) |e ary (11) fe sin’ zdz; (12) | Caresinz yr dz; 


4.4 课 后 习题 解答 人 


Fe Ga9 | de 49 | es Zarcsinz 
工 ) VI 一 好 


lnsinz 


(13) 


sin’ zx 


解 (1) [zcos2zadz [aa 一 一 工 sin27 = [sin2zaz 本 sin2zx 十 4 Le Cs 


2 2 


(2) |xe*dzr= [ac ee”) 一 一 Ze + [edz 一 一 ze 一 e* 十 Ci; 


2 | 1 
所 a a = 
ntDd=an (t+) -| (+1) 2( 二 FTd) 
一 zln(z:z 十 1) 一 2z 十 2arctanz 十 C; 
d(1—x) 
(4) arccoszde 一 zarceosz+ | 芝 dz = Zarccos 工 | 区 
Vl—z Vi—z 
= zarccosr 一 V1—zx+C; 
_ (1 二) 
(5) | arctanzdz = zxarctanr | 攻 : I+ dz = xarctanr 2 I+ 


Zarctanz 二 im (1 二 zz) 十 Ci; 


(6) | Imzdz 一 工 lm ?| madz 工 lnzz 2 (zlne |) zlnzz 一 2zlnz 十 2z 十 C; 


rE i WF + Sin2 工 
(7) |zcos zdz fz 2 dz 引 [和 + zd( 2 )] 


| 1 Lo, 
4 + 4 sin2r+ 8 cos2r+ Cs; 


六 .2 ® 2 1 
| zi = 访 族 [nc Dd( 瑟 )}= 三 mc 1) 度 , 


2 1 [Ettla, 
gaz 1) 


-Jt | 
Eo 二 | 1 
gln (x 1) 癌 (z+1 ra) 
i | 
2 (z 1)ln (zx—1) dT 2 十 C; 


(9) [eosinzdz = zcoslnz 十 | zsinlnz » 二 da 一 zcoslnz + [sinlnzdz 


= zcoslnz 十 zsinlnz 一 [eosinzaz ， 


故 [cosinedr = 去 (sinlnz 十 coslnz) 十 C. 


(10) 设 ! = V 开 二 1T, 即 x 一 到 Ce 一 1), 则 dz = tdi, 于 是 


erar [eu 地 一 e 十 C 一 e 1 (V2z 二 1 一 1) 十 C. 


GD Je sinzdr = |e1 — dr i |ear - ecos2zdr 上 一己 [ecos2zdr. 
而 fe cos2zdz 一 Ra 一 ecos27 十 ze sin2zdz = ercos27 十 2|sin2zder 


= ecos2z 十 2ersin2z 一 中 = cos2zdzr， 


故 |ercos2zdz 一 gaaz 秆 2sin2z)er 十 C, 从 而 |e sinzzdz 一 1 = cos2z 十 2sin2z)er 十 C. 
5 2 10 ( 
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(12) | Garesinz )2:dz = z(arcsinz )’— kz *。2arcsinz。 一 一 -一 
人 

一 工 (arcsinz)2 十 2|arcsinzd V1—z’ 

= x(arcsinr)’+2 Vl— zx arcsinr— ?4 


一 (arcsinz)2 十 2 V1 一 二 arcsinz 一 2z 十 C. 


Ga3) | Js dz Jinsinzdc cotr) couzlmsinz 十 | SOtE Cosrdr 


一 一 ec 
sinT 
一 一 cotzlnsinz +| cot?xdr 一 一 cotzlnsinz 十 [eese ks 


cotzlnsinz 一 cotz 一 工 十 C. 


1 
(52 上 


Cit | Bat a Jnar na (ss) ln(1+ [ss 


K2 一 二 生 


= 天 n+z) #/( Ll ) 


2 3 机 二 有 二 长 
元 -nd+z+ 二 mn | 9 + 
(15) | -aassins dv —— aresinzd V1= (i I* arcsinr Ja) 
V1 一 三 


一 一 V1l— zarcsinr+z+C. 
2. 设 函数 /(z) 有 连续 的 导 函 数 , 且 evar = sinre’ 十 C. 求 |zr'caadr 


解 因为 | /cmd 二 sinzer 十 C, 所 以 f(x) = (sinzer) 一 (cosz 十 sinz)er, 于 是 


[ceodz ar zf (zr) [nar (cosr 十 sinzr)er — sinre’ 十 C 


= (zcosz 十 zsinz 一 sinz )er 十 C. 


3. 设 /Cz) 的 一 个 原 函数 为 并 , 求 | =7"Cz)dz。 


ES 


解 因为 /(z) 的 一 个 原 丽 数 为 Se ,所 以 /Co 一 人 


Sinz ZTCOST— sint 
jS :于 是 


XCOsT— sint Sinz ， C 


[reodz ar zf (7x) [WE E> - t 


Es 3 


Tor = 2sinz |C pe 2sinz | 0 
并 TI 


提高 题 


1. 已 知 f(e)=1 十 z, 求 f(z). 
解 设 t=e, 即 z=lnt; 则 了 (2) 二 1 十 lnt: 即 了 (x) 二 1 十 Inx, 于 是 


f(x) = |reodz 3 fa 十 lnz)dz = zlnz 十 C. 
2. f= (tanz 十 1):dz = 
解 je (tanz 十 1)2dz 一 [ecamz+a2tuanz+ 1)dz = f= (sec’zx— Daz +2|ertanedet ie 


一 f= sec2zzdz 一 [ed 村 2 tanzdz 十 到 ee 


4.4 课 后 习题 解答 售 


|e sec’ zdz 十 2 tanzdz 一 fe dtanz 十 2 tanzrdz = etrtanz 一 | anzaerdr 十 2 tanrdzr 


一 esrtanz 十 C. 


所 以 , 原 式 一 etanz 十 C, 故 应 填 etanzr 十 C. 
3. 设 丽 数 /(Cz) 的 一 个 原 丽 数 为 sa , 求 [f'n dz. 


解 人 (2z )dz = |ar (2z)d (2z) 1 zxdf (2z) $f (27) 了 | cmdz 
一 到 zy (2z) —1|/ Gaa 《2z) ， 


由 题 设 f(x) = (el 皇 Ce 所 以 


J- 2 了 1 sin2z ， cos27 _ sin2x Hc 
Ja (2z)dz of (27) 本 FC 4 y C 


4 利用 分 部 积分 计算 | VE 一 zdx. 


解 VE 一 三 dz 一 工 VQE 一 三 +| dz 一 工 VaE z+| —e te te dr 
| 2 a VE 一 三 
2 
=Zx Val:—zr | Va’ zdz+| 4 dr, 
ih 
2 ~ 2 2 2 
故 2| Va —rdr=xVa 工 +o| Fp 
| Vera (VtaaresinE)+C. 
习题 4.4 
1. 求 下 列 不 定 积 分 : 
6z 十 5 2z 十 3 全 
CO | ee GT Tr 
zdzr 1 
I ‘© | 2 
2 人 dr 
(和 ® | zy 加 
《GE 站 5 2 | 5 2 5 
解 | z+ | de 和 十 | rde 3ln(z 十 4) 十 -arctan 了 十 CC 
2z 十 3 _ 27z 十 8 5 
a er | | 
d(x* +8z+16) | d(x+4) 
zz 十 8z 十 16 ( 工 十 4)2 
EE -2 _ 5 | pa | 5 
= In(z +8z+16)+=TFat+C 2ln |z 二 4| 圭 寺 耕作 
zx A B € ee . 
(39) 设 C5 直 历 G 二 5 一 二 5 十 芭 十 95 十 二 下 5 其 中 4,B,C 为 待定 系数 ,两 端 比较 , 得 


三 消 (z 丰 2 十 Bz 二 2 二 Cz 十 2)(xw 二 入 
令 工 2 得 A 2; 令 工 3 得 B=3; 令 rx=0 得 C=2, 即 


区 一 2 3 2 
(z+ 2 (z+ 3)* 和 


3 2 
| sr | (二 (ta tz 二 3 


)= 


= | 二 d+ +| 3rdr+3)+| det) 
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= 一 2m |z+2| 一 -s+2ln |z+3|+C 


= mn (= 


(4) 设 


十 3 
十 2 


A 


) - 寻 


并 十 3 
B 


二 避 


信 
ts tr 


让 直 


由 


工 十 2 


十 一 ,其 中 A,B,C 为 待定 系数 ,两 端 比较 , 得 
生生 3 


z 一 A(z 十 3)(z 十 2) 十 B(z 十 1)(z 十 3) 十 CGz 十 2)(z 十 1). 


令 z 一 一 1 得 A 一 一 去 : 令 z 一 一 2 得 B 一 2: 令 zx 一 一 3 得 C 一 一 六 , 即 
到 1 六 2 8 
(z+1) (Cr+2) (r+3) 2(z+1) z+2 32(0z 十 3) 
| xdr i dr 十 2 dr 3| dr 
te (ett) 2J z+1 切 千 台 2Jz 十 3 
=2ln |z+2| $in |z 十 1 SIn |z 十 3 Ei 
3 a 通电 A Br 十 C 
(0) 妆 一 8 一 (一 2)( 福 十 2z 十 4, 令 语 8 一 二 7 十 二 十 2 二 1 其 中 人 ,B,C 为 待定 = 系数 ,两 端 
比较 得 
1 二 A(x? 十 2t 十 4) 十 (Bz 十 C)(zx 一 2)， 
要 六 三 于 下 = 二 CE= 业 
解 得 4 一 17'B 12°C 3 
三 于 二 
P a a i 
| 这 
到 -2 | 2z+8 
1 2 Wt 
ln | 工 本 2 Ir | dz 
了 2 24」 好 十 27z 十 4 24」 好 十 2z 十 4 
Dia | 冯 二 池 d(zz 十 2r 十 4) | dz 十 1) 
12 24J z+2r+4 4」(z 十 1 十 3 
和 1 1 Z 十 1 ， 
|z 2| 31ln (7 十 2z 十 4) pT | 
1 | 和 z 2a d(1+z*) 
‘| te 伍 I 1l+2z 
ln |z| $in C+1) +C. 
入 2z 一 3z 十 1 A,B ,C+D 
CD) 信人 C7) 一 全 + 于 T+ 各 二 了 ,其 中 人 A,B,C,D 为 待定 系数 ,两 端 比较 得 


2z2: 一 3z 十 1 一 A (xz? 二 1) (z 十 1) 十 Br (zz 十 1) 十 z(z 十 1)(Cz 十 D) 


一 (4 十 B 十 C)z 十 (4 十 D 十 C)z 十 (4 十 B 十 D)z 十 A， 


A 十 B 十 C 一 0， A=1ls 
A+D+C=2; B=—$; 
则 : 解 得 
A 二 B+D=—3, C=25 
= = 一 
md ha | 


tr De +2) 


Tdr 


和 | 二 | 其 二 2 
ds | tut pr Pe 


一 In|z| 一 3in |z 十 1| 十 ln(z 十 1) 一 arctanz 十 C. 


人 | ze 于 | 


ZK 十 机 


| 1| zidr | | 世 
4」 zx 4 24 24 


z+4 十 4 


上 


4.4 课 后 习题 解答 0 


广 In |z| 一 去 In(z 十 多 于 区 


(9) 令 二 一 一 护 + 沪 + + 人 + 人 等 + 尘 + 护 + 侍 + EE 二 ,其 中 A1,As，…,As ,Bi， 
(ly 2 1 十 工 


B; 为 待定 系数 ,于 是 得 
1 = 二 Ai(l 一 x?) 十 Asxz(1 一 式 ) 十 … 十 Asx' (1 一 xz?) 十 Bixs (1 一 zx) 十 Boxs (1 十 zz). 
两 端 比较 系数 解 得 


A1 =1, As =0,A =1,A, =0,As =1,As =0,4; =1,As =0, B= 方 ,B== 方 ， 


所 以 


[= a -| 记 dz+t]| 二 dz+| 二 dz+| 吉 人 


a 
i | 二 
和 和 证 ， 


1 1 
+ zln |1+z| zln|1 z| 十 C 


7z7 5z 3z zx 1 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 
VZ 十 2 dz 
GD | -三 dz CE (a ) 4 OR er 
TfaEx Vz 十 1 一 1 dz 
(4) | /2 一 工 dr (5) | 一 -一 dz (0) | 一 
| 人 | I V(x—2) (z+1) 


解 (1) 令 上 = Vz 十 2, 即 z 一 习 一 2, 则 dz = 2tdt, 于 是 


| 人 4 z=| dt 中 一 =2|( 到 Hi) 


2(t—arctant)+C=2 Vri+2—2arctan Vz 十 2 十 C. 


(9) 令 1 二 /2 , 即 z 二 全 5, 则 dz 二 一 5 zdi, 于是 
1 十 z” 1—s" Qs 
5 2 
和 (2)ea 5 | | :人 
7 (TH) 中 (Ee ): 三 oe z( ss) FC: 
(3) 设 z 一 上 #, 则 dr 二 48dt, 于 是 
1 4 | 去: 二: jf 量 
| i Ba 人 di 一 4 dt=4 (: Fi)d 
=4( 生 -mlitl|)rc 2Vz—4Yr+ dn (JF+1)+C. 


人 4 ee datdt | 2 二 dz | tidt 
(ODES a = 


设 1 二 tanu; 则 di 二 sec*udu, 于 是 


2 si 和 
| /E24 4a| tan .ctidy 好 ds 4 os 人 二 
一 sectu 2 受 
2 2 
2 tant C=2 [a+z_ Vaz |+C 
a (a al 1 二 E )+ a (scan a 元 + 


= 2aarctan 所 和 二 一 V 呈 一 地 十 C. 


过 


(5) 令 t= 二 Vz 十 1, 即 z= 二 8 一 1, 则 dz == 2zdt, 于 是 


Vz+1i—1 | 二 | | 
| rt iF 2 Fe 2 P| dt 
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2 (J 2jar+| id 2 (5 2 十 2m|z 十 1 )+c 


一 z 一 4 Vz 二 IT 十 4n(wVzTI+1) 十 C， 


其 中 C=Ci 十 1. 
dz “zzTIY 
6 | dz. 
VC 一 355Cz 二 175 Ce (二 3) 
4 93 
令 += /二 3, 即 和 志 -22 zd, 于 是 
dz | 一 128 4| 1 4 4 ‘/z—2 
| No tn a rr i (CE 3 电 wt 3 Fr 
提高 题 
1. 求 下 列 不 定 积分 : 
1 | dz 
GD | 二 dz; (2) |sindnadr (3) | 和 和 OY 
1 + tanz d= (1 二 +5z) Vit+x 
> COS 工 EE i| cosz 十 sinz 十 cosz 一 sinz |、 
解 | dr | i 2 sint coszt Ww 


d(sinz + cosr) |] 


3 1 tT)dz 一 


$F 
SinZ 十 cos 工 2 [2 | 


一 去 (z 十 ln | cosz 十 sinz |) 十 C. 
(2) |siacmmdr = zsin(lnz) — |zcoslnz) 。 二 dz = zsin(lnz) 一 |esonodr 


= zsin(lnz) 一 zcos(lnz) 一 [sin lnz)dz， 


所 以 [sindnear 3 [sin(lnz) 一 cos(lnz) ] +C. 


(3) 令 z= 士 , 则 dz 一 一 去 di， 于 是 


| 1 | 让 光 | dt | t 
dr dt dt dt 
| zz Vi 一 1 F) 1 一 在 1 一 在 V1 一 引 


3 
一 一 arcsint 十 V1 一 此 十 C arcsin 二 十 i 


(4) 设 z==tant, 则 dz 一 sec:tdt, 于 是 


| dr Secztdt | sectdt | cost 
(下 5 (1 十 5 tan’t)sect 1 十 5tan2t 1 十 5 sost 
cos; 
costdt | dsint | 1 i 
d(2s 
| cosL+ 5 sin?t 了 4Si 2) 1F4m sn 
二 1 aretan(2sinz) 十 C 王 aretan ee Cc 
2 2 下 


三 -, 求 | Eo 


解 设 u 一 sinzz, 即 sinz 二 Vusz 二 arcsinVu, 则 f(w) arcsin Vu, 即 f(z)= arcsin fz 
Ve NE 


2. 设 f(sin?x) 一 


4.4 课 后 习题 解答 © 


| Ve flr)dr | arcsin Vz dz [aresin Vrd(—2 V1 一 z) =—2 V1 一 zarcsinVz +| Ld 
V1l—z V1l—zr AT 


一 一 2 V1 一 zarcsinVz 十 2WVz 十 C. 


复习 题 4 

1. 填空 题 

(1) 已 知 p(Cz) 一 2z 十 e= 是 7FCz) 的 原 函 数 ,是 g(z) 的 导 函 数 , 且 g(0) 一 1, 则 f(x) = ; 
g(7) = 3 

(2) 车 f(z) 连续 , 则 |=7(z)dz 地 ; 


(3) 若 d(cosz) 一 Jodz, 则 |zrcodz 一 多 
(4) 车 f(z) 可 导 , 则 | rcz)dz 一 定 3 


(5) 若 f(z) 的 某 个 原 函数 为 常数 , 则 f(z) 
解 (1) 答案 , 2 一 e ;zx? 一 e* 十 2. 
因为 g(x) = 2z 十 ce 是 f(x) 的 原 函 数 ,所 以 F(z) 二 yg (x) 二 2 一 e.g(x) 二 2x 十 e” 是 g(x) 的 导 


函数 ,所 以 g(x) 一 [rod 二 xz? 一 e* 十 C. 又 g (0) = 二 1, 得 C=2, 于 是 g(x)= 二 x 一 e 十 2. 
(2) 答案 , zf (zx) 一 f(x) 十 C. 
[reod [ar zf (z) |rcodz zf (z) 一 Cz) 十 C. 


(3) 答案 : zcosz 一 sinz 十 C. 
车 dlcosz) 二 f(z)dzr, 则 f(x) 二 一 sinz, 于 是 


arar [zsinzar = zcosr [eoszdz 一 zcosz 一 Sinz 十 CC 
(4) 答案 : 存在 . 
车 f(x) 可 导 , 则 /(x) 连续 ,所 以 | fCzdrz 一 定 存在 . 


(5) 答案 : 0. 
车 /(x) 的 某 个 原 函 数 为 常数 , 则 f(x) = (C) = 0. 
2. 选择 题 
(1) 车 |/Cdz 二 ze 十 C,; 则 f(xz)=( ). 

A. 2zxe™ B。2z2 ez= C。47ezz D. 2zex=(1 十 z)， 
(2) 若 f(x) 的 一 个 原 函 数 是 , 则 | 六 (dz =( ). 

A. +c B. 于 mx 十 C C. in |lnz| 十 C D. i+c 
(3) 原 函 数 族 /(x) 十 C 可 写成 ( ) 形式 . 

A. Jr evar B. rw] C. dj repdz wm [Far 
(4) 著 了 (zx?) 一 二 (> 0), 则 Fa 一 ( ). 

A. 2z 十 C B. In|z|+C C. 2Yz+C Db -6 

J 


页 


= 


(5) 车 F(z) 


Cy 天 
3 2 
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a 工 和 
A.arcsinz B. arcsinz 十 5 C. arccosr+ x D. arcsinz 十 区 


解 (1) 因为 |/(z)dz = zzet 十 C, 所 以 f(x) 一 (zzesz) 一 2zes(1 十 z), 故 选 D. 


(2) 因为 FCz) 的 一 个 原 函数 是 ,所 以 /(z) 一 让 二 此 


而 /Cz) 又 是 广 (x) 的 一 个 原 函 数 ,于 是 | Fez)dz = i D. 


(3) 因为 [rcodz 三 f(z) 十 C, 所 以 选 A. 


(0 车 7 一 二 人 >>0), 即 六 0 一 二 ,所 以 Po) 一- 二 ,于 是 7Cz) =|reodz -| 二 = 


3 VI 
2 Vz 十 C, 故 选 CC. 
ye 本 1 A 2 ji Ct 
(5) 因为 F(x) |e (xz)dr | A arcsinz 十 C. 又 由 下 (1) 2 ,得 C 一 r, 故 选 D. 


于 若 |re)dz 一 ex 十 C, 求 f(z). 
解 因为 | /ee)dz 一 ez 十 C, 所 以 Per) 一 (es) = 2e*. 
设 t=e, 则 (2) = 22, 即 了 (zx) = 2z2 ,于 是 f(x) 一 |reodz 一 IE 一 全 十 C. 


4 设 |=rcodz 一 aresinz 十 C, 求 | 7 


人 Rp "Ee i td y Ey i 1 1 
解 因为 zf Cd 一 arcsinrt 十 C, 所 以 zf (x) 一 (arcsinz) 一 = , 即 f(x) 2 A , 故 
1 3 2:)-_l1 5 ET 
= 小 VI 一 mdz = [vi Td(1— zx) § VO +C. 


5. 设 /(z 一 1)= n= 二 5, 且 和 [PCz)] = mnz, 求 | codr. 


解 因为 Fazz 一 1) ns 全 二 DD 二 所以/D 一 In 疆 二. 由 / [g(x)] 一 Inz, 得 
[pz)] DEIne ne, 即 3 芝 , 解 得 p(z) ti 
eco | ld | ED+2ar | +5) z+2ln |z—1|+C. 
“| [ARG2] 
A -入 :( 扎 ) 
ST a 


7. 设 (nz) 一 ES 


解 设 /一 Inz, 则 一 e, 由 此 得 0D) 一 jn 二 也 


; 吧 jy) 二 六 EED 于 是 
了 


[rpdzr= | t= nce + Da er=) =— erln(e + p+| Td 
过 


= ti 


灌 


8. 求 下 列 不 定 积分 : 


站 不 arccosz dv 


CD | 和 

wVI 一 好 
(5) | #2 
‘| 5cosz + 


| 荆 


7cosz 一 3sinz dv 


上 2sinz 


V1 一 到 


十 arccosz 
d 


» 

并 
di | 4 
i 
Vr’ 二 过 


dr; ee 


V4 一 三 
d(G1 一 到 ) 


1 


2 
这 
‘| i 9 


3 Vi 证 二 


2 


本 2 
-dri eal de 


Jarccosrdarceosr 


4.4 课 后 习题 解答 他 


《3 2 


‘| 


dx 


Z(2 十 zl ) 
GD [Et 


1 
2 
(9z2 二 和 

4 十 9z2 


Carccosz)2 + 


上 人 心 


(3) 令 1+ 


外 
| 


二 (| | i Fe) 


有 
9 


usBz 


u 


jza 


rx)'"dr I 


1, 则 dz = du, 于 是 


)u™ du fe du 


+ By ‘(27) 


上 
[eu 


ws 


arctan( 3 *)] HC. 


—l/z? 
(| 三; dz 二 [ea 


1 102 
1023(1+7*) 


2e” 


‘| 天- dy -| 


本 二 


1 
去 ) 


PP 


1 
e+ 


Ze z FG 


2 d(e’) 


| 
Toi(! tz 


EG 


+ 


‘© | dr= |z 
VE TI 


2arctane” + 


tc. 


i 


[ev 上 1 十 z)dz 上 Vz 十 1dz 寺 上 E dz 


i| Vr 十 1d(a 和 


i (VETFI) + +C. 


a) 
= 


1 


od 
| [(¥ 


了 


| dt 
iin 坊 = 
2 


1 


In3—In2 * 


37— 2 


mdr 


Gre 


Tm m2) 


EE 


1 


10 
克 [inz: 


Tcosz 


(9) 


一 3sinz 


Se ) 


TE 


1 


20. 2 二 


( 10 


2)]+C 


2 n 


Jac 


5cosz 十 2sinz 


2 


(5cosz + 2sinz) + 


一 工 十 ln | 5cosz + 


1 
zln|z| 


上 (2cosz 一 5sinz) 
上 2sinz 


5cosz + 


了 10 ~ 
017 直人 直 扩 


人 [+ 


d(C5cosz 十 2sinz) 


1 


上 2sinz | 十 C. 


zdr 
Y= 


| 


t= 


2, 则 zdz 


td 


tdi, 于 是 


In 


5cost 2sinz 


2 
引 +c 


VE 
对 要 一 六 2 


ln 


+t 
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方法 二 ” 令 xz 一 2sint, 则 dr 二 2costdt, 于 是 


dr 3 costdt 1 dr 1 h V4 王 玉 一 2| ， 
可 ln | cscz 一 cott| ln 
二 2 sintcost 2 sint 2 4 /4 二 好 十 2 


(11) 设 二 2sect, 则 dz 一 2secttantdt, 于 是 
Mx —4 2tant » 2secttant 
dz dr 


2sect 


中 tan’tdt gk sec2zt 一 1)dr = 2tant—2it+C 


= V 袜 一 4 一 2arccos 于 十 C. 
(12) 设 式 二 tant, 则 2zdz 一 secztdt, 于 是 


rd 2 
| dz | zdz Se . [es Li | csct — coti | 
pe a 2tantsect 2 2 
= 二 入 | 区 壕 本 C= in | =1| 6, 
2 ZX x 2 下 
9. 求 下 列 不 定 积分 : 
六 2 
| ) dzi < | 二 arctanzdzi (3) | mear 
1+z 
er Ee (li+sinr) 
(4) hn (z+ Vi+z’ )dr; ‘| et ‘| 1 十 cosz 此 
4 ) | 1 ln(1+ zx’) +| 淄 
解 | dr =]ind+te "dl zz) i ed 
nl) | 1 E34 
2 (= 1 十 安 ) 
ln(1+ x) | 2 
2 ln |z| zln(l+z)+C 
|z| nd+tz), 
ln 去 Dr FG 


好 1 | | ee 1 Po 1 gi 
wl +2 arctanrdr arctanrdz 1 二 之 dz = zarctan7 癌 lntl+2) 3 (arctanr ) 十 C 


(3) | Pe gr = inkndine = Inxlnlnz — Ine * Le Tde = Inz [ladlne) —1] +C. 


(0) | (z+ VITE)d = zl (z+ VITE) — Jadn (z+ VITE) 


1 立 
= zl fi » 1 
zln (zx 1 十 好 ) 上 一 TT 


一 ~ 一 3 -一 一 
= zln (z+ Vi+zx’) | 于 dz 
= zln (z+ VITY) 一方 + 
Ah I 
一 zln (z+ VITr)— Vet+1lt+cC. 
(5) 令 Ve 一 3 二 t, 即 = 十 3,z 二 In(# 十 3), 则 dz sd, 于 是 


| er | .2t 


2 二 
Pr ?|mc 3)dr 


二 全 二 。 一 :213) | -22 
= 2LanCe + 3) 一 | dince + 3)] =2[ +» -| Fs] 


和 OY dr 1 3 三: 四 | 3 
2zn(2 十 3) 4 di = 2iln(t: + 3) 4(: Era) 


4.4 课 后 习题 解答 人 


z Ve —3—4 Ve—3+4V3arctan > “+C. 
2sin 工 cos 工 
‘© | e (1 十 sinz) | e dr+ |e sinz | e dr+ |e 2 2 
1 工 十 cos 1 十 ceoaz 1 十 eoaz 2 cos 3 
cos 本 2 cos 也 
ertan [etn det |etan St = ertan 3 Cs 
10; 设 五 二 | tmzdz, 求 证 :1 一 2 tanz 一 17.4, 并 求 | tan’s zdz. 
解 了 一 | tanzdz = | anr= tan’ zdz 一 | amzceez- Ddr 
an Secz zdz | andz= 7 tn" P= Bs 
I = 5 tr = bh , tantz— Js J tan4 工 (3 tan2 工 1) 
tant 工 tanz 工 十 [ranzaz 1 tan'x lL tan’ zx — ln |cosz| 
4 2 4 2 
11. 求 下 列 不 定 积分 : 
[3z—1 = 
eM | 二 
a ep 0 二 让 2 ee 
dr Vr (z+1) d 
4 | 和 5 | 3? 6 | 
人 FF) CF FE | iy 人 pr 
i 
中 | 一 -一 一 一 dx (8) Jeos V3z 十 2dr; | = de 
(z 一 1) Vr:—2 Vz 十 1 
a0 | te a. 
zlnr 
r= 二 | 6z 一 2 1 6z 一 12 二 10 
解 | i 
3(2z 一 4) ,| 5 
3 | 
3 1d7 一 47 二 8) +| 
| de | 全 二 为 人 一 久 
Fln | 4z 十 8| Sarctan 3 + C. 
tt 2 | 昌 3 十 20 
| 二 | 十 37 十 2 dd arta 
oe 3z 十 2zs | 4 
上 CD (5 Zi) 
本 dx d(x 二 2) 
4 4 z+1 型 二 
4 
一 于 十 闻 InCzt 二 DD 一 In(zt 二 2) 十 C 一 地 十 RE 下 
(=z) a 加 1| 1 2 
G) | 二 “| lH) 8 yd 1 一 二 (去 Fd 
一 于 me 一 全 ma+D+C 一 lzl 一 二 m (1 十 ma) 十 C， 
六 EF 4 3 二 | 4 | 4 
cw] (+1) (2+4) | (全 Fr) 5( 六 Tr) 
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1rifdxt+lD) 1[ dr+4) 
下 z+1 2 we | 


i 
6 6 a 
dr | E 灾 丰 业 
‘5 | CE [ES 


dD Tt 
2J zx 二 1 ”2 xz 十 zx 二 1 


d Z 十 本 


(z+ 二) + 二 


= 让 2| 
六 I 十 DD 十 去 In(z 十 x 十 1) 十 二 


_ 1 z+zrzt+l ,v3 2z 十 1 
zln a 全 可 如 
Ww | 
‘| dz Vz (z+1i)( Vzrii—vVrdr= |[(z+1) Vz 一 z vrijdzr 
wz 十 Vz 十 1 
[au - [tar [oa + D3dzr+ [a + D3dz 
2 i Rk 1 Pe 4 1) 和 4 
5 二 5 (z 十 1)2 十 本 (z 十 1)2 十 C 
(7) 令 4 一 z 一 1, 再 令 1 一直, 则 
| 1 FE | dr | | du | d(u—1) 
(z 一 1) Vx 一 2 t Vi 十 2 一 1 1 十 2x 一 到 2—(u—1) 
| 2 一 并 
arcsin + C 一 一 arcsin tC 
V2 RD 


(8) 令 V3 二 2 二 4, 即 z 于 Ce 2), 则 dz 2 cdr, 于 是 


cos V37+ 2dr [es . Sid 2 |idcsin) : (ssin Jsimar) 2 Csinz + cost) 十 C 


-了 3( 3z 十 2sin V3z 十 2 十 cos V3z 十 2) 十 C. 


(9) 令 迷 = 六 即 二 一世, 则 dz 一 48di, 于 是 


Vz 3 此 +t 过 
yp pr er tk er 


4 d(# 十 1) ee 
3t 3 二 二 1 a 3 Int 丰 凤 直 妈 


= [Yn y+ ItC. 
Ee 源 信 | 和 


(10) 令 4 = Inz; 则 di = qx, 于 是 | 从 


再 令 二 1 十 t, 即 1 二 忆 一 1, 则 di 二 2udu, 于 是 


B= 中 ET Es du 2(Jat | Tq) 
wn | 
VTiTInz— H+c 


所 以 ， [te 寺中 dz 一 2 V1 十 lnz 十 In 


V1 十 lnz 十 1 


4.4 课 后 习题 解答 全 


12. 求 | ne Inz 
x 


解 | et eg, 三 2| Carcsin VE+ WE es 
在 


t= 


= gk arcsint + 2In) dt = 2 [em | A 


= 2[tarcsint+ V1—F +2tnt—21+C 
= 2LVzarcsinVz 十 V1i—z+yrlnr—2Vr]+C. 


13. 设 f(x) 的 一 个 原 函 数 F(Cz) 二 0, 且 F(0) 一 1. 当 xz 三 0 时 ,FCz)FCzr) 一 sin227 


解 | repFcodr 一 | sin22zdz 一 一 sin4r 十 Cl， 


十 2zlnz 站] 


, 求 f(z). 


又 |repFcodz 一 |FeoaFcn 本 到 FeCz) 二 总 ,项 届 届 (二 三 二 alde| CC 6, 30% 


4 


代入 F(0) 二 1, 得 C=1, 即 F(z) 二 z 二 sin4z 十 1 而 F(z) > 0, 于 是 F(z) 一 /一 二 sintz 十 1， 


即 f(x) = F(z) = 


自 测 题 4 答案 

1. 填空 题 

解 (1) 因为 er 是 函数 (zx) 的 一 个 原 函 数 ,所 以 | /Cz)dz 一 er 十 C. 
(2) 因为 | rczdz = 2cos 于 十 C, 所 以 f(x) 一 (2e0: 喜 ) =— sin 


(3) fr evar = (z) 十 C 一 T+c. 
(4) |reoaren = 去 PC) 手 低 


了 
(5) [sinzeoszdr 一 [sinzasine = 加工 十 C. 


2 
2. 单项 选择 题 


3 cos4r 


解 (1) 因为 |/(z)dz 一 吝 Insin4z 十 C, 所 以 /(z) ( Insintz) 
C2) 因为 | Li nzaine 二 亚 工 十 C, 所 以 选 B. 

需 2 
《3 d[|reouz] 一 df(z), 故 B 错 ;| /Ce)dz 二 f(z) 十 C. 故 C 错 ;|drcm 一 


[we] 二 /(z) 正确 . 故 选 A. 


CD dvE) 2 让 B 错 (二 )= 去 dz, 故 C 错 : d(T 二) 一 [全 


2sinzcoszdz 一 sin2zdz, 故 选 A. 


1 
2 


(1 一 22)2 十 C, 故 选 D. 


‘5 Ja/a zi)dzr ia l= 
3. 计算 题 
1 


1 二 1 
解 CD ed 寺 | (s+ 去) 


4 sindzr 


(二 xz 


“4 一 3cot4z, 故 选 D. 


JGz) 十 C, 故 D 错 ;而 


dz, 故 D 错 ;dsinzz 一 
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1 
6 


1 
12 


ln 


(313+a2a| 二 in |3 zz|)+C 


(2) 设 江 一 已 即 工 一 匡 , 则 dz == 6t5dz, 于 是 
1 675 | 这 | | 1 
| Fi pn sd es tk ( t+1 i) 


* 此 日 6 6 
= 6( 守 -各 + 一 Inlitl I)+Cc=2Yr—3Yr+6Yr— 6+ +C. 


(3) 设 z = 2sect, 则 dz 二 2secttantdt, 于 是 
| Vr —4 
工 


dr | nt 2secttantdi 一 2| tan’1dt 一 2| cseert Ddr 
2sect 


2(tant—)+C= Vz 一 4 一 2arccos 2 +C. 
(4) 令 w==arcsinz ,dv 二 dr, 则 


Jarcsinzdz= arcsinz 一 [aa arcsinz) = Zarcsinz 一 上 了 
= 


了 


Tarcsinz + i| 1 d(1— zx’) = zxarcsinr+ V1l—z:+C. 
2 和 = 


G) | ee dz 一 |( I i + Pe )de = i| I a Jaretanzdaretanz 


= 二 ml 二 2 ) 二 arctan2 工 十 C. 


1 十 2z2 | 站 本 ee 
(6) | Ct (= ' TF )2 tarctanr+C. 
4. 综合 题 
解 (1) 由 题 意 得 y 二 x 十 er , 故 


2 
y fa He)dr 本 er 十 C. 


由 y(0)==1 十 C==2, 得 C==1, 故 该 曲线 方程 为 y= 瑟 二 ee 十 C， 


(2) 由 题 意 得 RCz) |aoo 10z)dz = 100z 一 5zz 十 C. 


由 R(0) 二 0, 得 C==0. 而 RC(z) 二 P(z)z, 即 100z 一 5z? = PCz)z, 从 而 得 价格 函数 P(z) = 100 一 5x. 


定 积 分 及 其 应 用 


ES,! 大 纲要 求 及 重点 内 容 


1. 大 纲要 求 


(1) 理解 定 积分 的 概念 和 基本 性 质 ,牢固 掌握 定 积分 概念 ,理解 定 积分 是 一 种 和 式 的 极 
限 ,对 用 定 积分 解决 问题 的 思想 有 初步 体会 . 

(2) 理解 变 上 限 积分 定义 的 函数 及 其 求 导 , 掌握 牛顿 - 莱 布 尼 区 公式 ,理解 定 积分 和 不 
定 积分 微分 和 积分 间 的 联系 . 

(3) 掌握 定 积分 的 换 元 法 与 分 部 积分 法 . 

(4) 了 解 反常 积分 的 概念 并 会 计算 反常 积分 . 

(5) 理解 定 积分 的 来 源 、 几 何 意义 (平面 图 形 的 面积 .旋转 体 的 体积 及 侧面 积 .平行 截面 
面积 为 已 知 的 立体 体积 ). 

2. 重点 内 容 


(1) 定 积 分 的 计算 .证 明 ; 
(2) 变 上 限 积分 的 导数 ; 
(3) 通过 微 元 法 求解 应 用 问题 ,特别 是 求 曲 线 围 成 的 面积 和 旋转 体 的 体积 . 


ES;2 内 容 精 要 
1. 基本 概念 定 积分 的 定义 | 7(z)dz = lim >) f 8) Mz. 
2. 几何 意义 加 
车 f(z) 之 0, 则 | /Cz)dz 表示 由 x 一 ax 一 by 一 f(z),x 轴 围 成 的 图 形 的 面积 . 
3. 基本 性 质 
性 质 1 [Me g(x)Jdz = [fewdrt | scoar 
性 质 2 [ef cde = #| fordrck 为 常数 ). 
性 质 3 [ends = [evart | fear. 
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b 6 
性 质 4 [1 ar = = 


性 质 5 ” 若 在 区 间 [a,6] 上 有 f(x) 过 g(x) , 则 | 7codz < [gCarca 从。 


推论 1 若 在 区 间 [La ,和 上 f(x) 宇 0, 则 | fde 三 0Co 一 0)， 

推论 2 rwarl<T | f(x) | dr(a = 0). 

性 质 6( 估 值 定理 ) ” 设 M 及 m 分 别 是 函数 (x) 在 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 , 则 
m(b—a) < [rear <Mb—a). 


性 质 7( 定 积分 中 值 定理 ) 如果 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 连续 , 则 在 La,5] 上 至 少 存 
在 一 个 点 ,使 得 


[rear = f(b6—a) (a<é<<b). 
4. 基本 定理 
(1) (牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 ) | f(x)dz 二 F(b) 一 F(a), 其 中 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 
(2) 若 f(zx) 在 [a,b6] 上 连续 ,x € [es0], 则 变 上 限 函数 | /CD di 是/(z) 的 一 个 原 函数 ， 
Wma = 六 
d vx) 7 
(3) 推论 4| fdt = flv Cx) 7) — flulr) u(x). 
dz un) 
5 公式 
(1) 设 f(z) 在 [一 /,1] 上 连续 , 则 
| fae 二 0(f(zx) 奇 也 数 ); [fear = 下 fdr fe) 偶 函 数 ). 


(2) 设 Cz) 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 ,a 为 任意 的 实数 , 则 | ”7(z)dz 一 | pewar. 


相 二 时 六 二 坟 
n n—2 


。 了， 当 刀 为 偶 函 数 ， 


»1， 当 ) 为 奇 函数 . 


《3 上 sin"zdz 一 [ cos"z dz = 
0 0 i sk 
n 大 一 电 


。 . 
wv Lo 


a 2 
(4) | Ve -edr = 
0 


6. 反常 积分 
(1) 无 限 区 间 上 的 反常 积分 
@ 设 f(z) 在 [La 十 cc) 上 和 连续, 则 | f(z)dz 一 Jim pewar. 


回 设 f(z) 在 (一 ,6] 上 连续 , 则 | f(z)dz 一 lim | reodr 


5.3 题 型 总 结 与 典型 例题 全 


@@ 设 FGz) 在 (一 co,co) 上 连续 , 则 | f(z)dz 一 lim | reoar+ lim | rodr 
一 69 e054 br*+ J0 


若 以 上 极限 存在 , 则 称 反 常 积分 收敛 ,否则 称 反 常 积分 发 散 . 
(2) 无 界 函 数 的 反常 积分 
四 设 函 数 f(x) 在 [a,b) 上 连续 ,b 为 瑕 点 . 对 任意 的 es 二 0 且 0 一 se 二 ao, 如 果 


lim| “fr)dx 存在 , 称 极限 lim| “f(z)dx 为 无 界 函数 (x) 在 [a. 扫 上 的 反常 积 分 . 
@ 若 函 数 f(x) 在 (a,b] 上 连续 , 且 a 为 瑕 点 , 则 定义 无 界 函 数 的 反常 积分 为 
[rwar = lim| Fwy)dr 
a e=0t, ate 
@ 车 函数 f(x) 在 [a,c),(c,b] 内 连续 ,x = 二 c 为 f(x) 瑕 点 , 则 定义 无 界 函 数 的 积分 为 
[EE 一 lm| rcoadz+ im | f(x)ds, 


7. 定 积分 的 应 用 

(1) 微 元 法 ”在 [a,5] 上 的 任意 子 区 间 [uu 十 du] 上 建立 所 求 量 的 微分 dM 与 某 一 函 
数 .fx 及 自 变 量 w 的 微分 dx 之 间 的 关系 式 : dM == f(wu)du, 其 中 dM 表示 M 的 微 元 ,fCu) du 
是 所 求 量 的 局 部 表达 式 . 

(2) 求 平面 图 形 的 面积 

1 ， 直角 坐标 系 中 平面 图 形 的 面积 S == f(x)dzs 
”90 之 4 之 4 的 图 形 的 面积 S 一 ydx 一 
y= yD), 加 
[yo¢ Ha. 工 二 a 时 的 t 值 做 | yD Od 的 下 限 , 当 xz = 二 5 时 的 1 值 做 | yy Dd 
的 上 限 . 

(3) 旋转 体 的 体积 V:. = 人 一 可 rc)dy 

注 @ 图 形 绕 着 平行 于 x 轴 的 直线 旋转 的 体积 仍然 对 zx 积分 ; 绕 着 平行 于 y 轴 的 直线 
旋转 的 体积 仍然 对 y 积分 . 

@ 如 果 曲 线 是 > = f(x) 的 图 形 , 由 0 三 y 三 f(z),a 三 x 三 5b 绕 着 y 轴 旋 转 的 体积 


b 
V,= 27| rf rd 


I. 边界 曲线 为 参数 方程 :| 


(4) 旋转 体 的 侧面 积 “y= f(z) 宇 0,a 过 xb,Sn 一 | 2 0a) Vif (rx)dz; 


C5;3” 题 型 总 结 与 典型 例题 


题 型 5-1 利用 定 积分 求 数列 的 极限 

【 解 题 思路 】 根据 定 积分 定义 , 它 是 项 和 的 极限 ,因此 如 果菜 数列 的 通 项 是 项 和 的 
形式 时 ,可 以 用 定 积分 来 计算 这 样 数列 的 极限 . 利用 定 积分 的 定义 , 求 某 些 数列 的 极限 ,关键 
是 找到 适当 的 被 积 函数 和 积分 区 间 . 
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例 5.1 求 极限 : (1) lim 二 (Vi+ Vm) 2 limY) 


"ml i 


解 CD tim 喜 (Ji 十 VY 下 十 一 十 VW) ee , 


se 
lim 2 | | vrar 了 | 二 
人 1 1 ee” 1 
(2) lim lim E 。 | dx = arctane” | arctane 
tm 四 nn 十 ne* 甸 它 1+e* vl er 和 


题 型 5-2 ” 定 积分 的 几何 意义 


【 解 题 思路 】〗 从 定 积分 的 具体 表达 式 找 被 积 函数 和 积分 区 间 ,然后 根据 被 积 函 数 和 积 
分 区 间 确 定 该 定 积分 表示 的 平面 图 形 的 面积 . 
例 5.2 利用 定 积分 的 几何 意义 求 下 列 定 积分 ， 


(1) [2 var; (2) 上 V2zr 一 zz2dz。 
(1) fe 一 x)dz 表示 直线 z+ 十 y = 一 2 与 工 轴 、y 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 ,于 是 


fe z)dz 2 x2x2=2. 
(2) 上 V2x 一 zdx 表示 圆 (x 一 1)? 十 y= 二 1 的 四 分 之 一 面积 , 即 下 
题 型 S-3 ”有 关 定 积分 的 性 质问 题 
【 解 题 思路 】 若 在 区 间 [we 个 上 有 f(x) 达 g(z), 则 | /Gadr 过 Ce)dx. 利 用 定 积 
分 的 比较 性 质 比较 两 个 定 积 分 值 的 大 小 ,主要 是 比较 被 积 函数 在 积分 区 间 上 的 大 小 . 设 M 及 
m 分 别 是 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 mx(6 一 a) <| reodzs<wMw-o)， 


利用 定 积分 的 估 值 性 质 来 估计 定 积分 值 的 大 小 ,主要 是 求 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 的 最 大 值 
和 最 小 值 . 


例 5.3 厂 xd 下 下 dr, 则 ( 元 
0 0 tanz 


I 


和 了 > BB I> 上 人 >] D, 1 一 下 上 过 下 
解 在 (0， 至] 内 tanx>>x, 因 为 一 1,= Eee, 所 以 排除 C,D. 


又 因为 也 二 -dz 过 dz 二 下 过 1, 所 以 排除 A. 故 选 记 
o tanz 0 4 
例 5.4 估计 下 列 各 积分 值 : 
V3 0 条 
(1) [zarctanzde; (2) | 一 dz. 


解 (1) 设 f(x) = zarctanr,x E€ | 私有 因为 当 x € [Es lr 一 arctanz 十 


二 > 0, 所 以 f(x) 单调 递增 , 于 是 


5.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


max f(x) = f(V3) = V3arctan V3 = 育 ' min f(x) /4)] Barcan 机 3 


因此 导 一 WR A 三 后， : 即 本 去 过 |raretanzdz < < 笃 . 


(2) 设 f(x) 二 er ,ze [0,2]. 因 为 f(x) 二 (1 一 27)e”*, 令 (x) 一 0, 得 x 二 到 


m/( 了 人 二 ,0) 二 1,f(2) 一 ec ,所 以 PCz) 在 [0,2] 上 有 最 小 值 为 e? ,最 大 值 为 时 , 故 


2 < |e 过 2， 即 一 2et 之 | 2 
题 型 5-4 ， 定 积分 中 值 定理 的 应 用 
【 解 题 思路 】 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,6j 上 连续 , 则 在 [a,5] 上 至 少 存在 一 个 点 &, 使 
得 nD = 1906 一 0) (a 之 $ 达 从, 利用 定 积分 的 中 值 定理 可 以 求 极限 .证明 等 式 以 及 
不 等 式 问题 . 
例 5.5 设 f(z) 可 导 , 且 lim f(z) 一 1， 求 lim | isin S/d. 


解 ” 由 积分 中 值 定理 知 有 GE rsin 全 Fod ssin Bf (0 上 2 一 z)， 
4 lim [sin /Cd = 2 1 nFE) 2 a 
所 以 lim tsin ut (2)dt = 2 lim ésin Ef = 2 lim 3f(§) = 6. 


rl 
大 
0 


例 5.6 设 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 满足 f(1) — 4| 2 
(k 之 1) ,证 明 至 少 存在 一 点 上 E (0.1) ,使 得 (8) = (1 一 后) 了 (8). 
证 明 由 定 积分 的 中 值 定理 知 ,存在 xz。€ | 9, 去), 使 得 


"er fr) dr 


二 
丰 wer*“f(w)dr = kroe! w f(z0) 三 zoe f(z0); 于 是 (1) = zoet f(x0), 
0 


设 F(z) 二 ze 下 f(z), 则 F(x) 在 [zo,1] 上 连续 ,在 (zxo,1) 内 可 导 , 且 F(x)=@ f(x) 一 
ze! f(x) 十 xe f(x), 于 是 F(1)==f(1)==xoe! f(zxo)= 二 F(xo), 所 以 ,由 罗 尔 定理 知 , 存 
在 &€ (zo,1)C(0,1), 使 得 FF(&)==0, 即 er[f(8) 一 Ef(&) 十 Ef1(&)]==0, 解 得 
f= (1—£)f8. 
题 型 5-5 ”关于 变 上 、 下 限 积 分 的 求 导 问 题 


【 解 题 思路 】 利用 公式 2 fa 三 (BCz))B (zr) 一 f(al(z))a (x), 可 以 求 变 上 、 


下 限 积 分 的 导数 . 如 果 被 积 函 数 中 也 含有 变量 zx, 要 么 设法 把 x 拿 到 积分 号 外 面 ,要 么 通过 变 
量 代 换 把 xz 换 到 积分 的 上 、 下 限 去 . 如 果 隐 函数 或 参数 方程 所 表示 的 函数 中 有 变 上 、 下 限 积 
分 ,同样 方法 处 理 . 


例 5.7 设 f(z) 连 续 , 求 函数 FF(z) = |e=oroou 的 导数 . 


解 因为 F(x) 一 [EA 二 z| fa | fa ,所 以 
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oe [feart zf Ca) = = [our. 
0 0 
, 
例 5.8 设 f(x) 连续 , g(x) = | f(z 十 Ddi, 求 g(x). 
0 


解 因为 p(x) 一 re +Dd te | ”rod， 所 以 
p(x) = 2zf (x +1)—2rf (7x) 一 2z[FGz 十 1) 一 xz2)]。 
题 型 5-6” 带 有 变 上 、 下 限 积 分 的 未 定式 极限 的 计算 
【 解 题 思路 】 未 定式 极限 的 计算 中 如 果 有 变 上 、 下 限 积 分 ,一 般 用 洛 必 达 法 则 ,把 含有 
变 上 、 下 限 积分 的 部 分 作为 分 子 或 分 母 , 求 导 后 可 去 掉 积分 号 . 如 果 积 分 号 里 面 有 变量 ,要 提 
到 积分 号 外 或 通过 换 元 变 到 积分 上 、 下 限 , 然 后 再 求 导 . 
例 5.9 求 下 列 极限 : 


2 

| te'sintdt 和 | er dt 

(1) lim 一 一 一 -一 ; (2) lim 一 一“ 一. 
0 Xx'e 0 Sin27 


2 
z 
| te'sintdt 2 


i 六 i Rg 5 x 
1l) lim lim Te Sin(z )* 27 ee 2z e 
解 (1) pt Re” 6x'e* 二 ze ZX’ (6 二 zx)e” 
-im 2 1 
z=0 (6 十 x)e” 3° 
(2) 由 洛 必 达 法 则 及 无 穷 小 的 替代 法 ,得 
a : 
汪 -| e' dt zx—|ed 
lim 一 二 lim 一 > lim1 一 入 ~ lim 二 2ze Ls 
0 Xsin27x 0 27 mr0 6x r0 127 6 


题 型 5-7 含有 “ 变 上 限 积 分 "或 “ 定 积分 "的 方程 
【 解 题 思路 】 含有 “ 变 上 限 积分 ”的 方程 ,通常 对 方程 两 边 求 导 或 多 次 求 导 , 求 f(x). 含 
有 “ 定 积 分 "的 方程 ,通常 采取 两 边 积分 的 方法 求 f(x). 


例 5.10 设 f(x) 为 连续 函数 ， 有 | zf d+ 2) fC20d 二 2z3(x 一 1), 求 f(x). 


解 把 | zf CDdrt2| fd 一 2r' (= 一 1 两 边 对 = 求 导 ,得 


2 2z 
| td 十 2zr(2z) 一 2zF(2z) 一 8zs 一 6z2， 即 | fd 一 8z3 一 6z2. 
0 0 


把 上 式 两 边 再 对 zx 求 导 , 得 2F(2z) = 24z2 一 12z, 即 f(2x) 一 12x? 一 6z. 于 是 
f(r) 一 3z2 一 3z. 

例 5.11 已 知 f(x) 满足 方程 f(x) = 3x 一 V1 一 x? “ecz)dz, 求 F(z 

解 设 | 户 (z)dz 二 C, 则 f(z) = 3z 一 CVI 一 于 ,于 是 | (az 一 C Vi 一 二)?dz=C 

积分 得 3 十 二 C 一 2C 一 C, 从 而 得 C= 二 3 或 C= 3 所 以 


fr = r= 不” 六 和 三 报 三 


I = 


过 
2 


5.3 题 型 总 结 与 典型 例题 人 
题 型 5-8 ”用 换 元 法 计算 定 积分 


【 解 题 思路 】 定 积 分 的 换 元 法 与 不 定 积分 的 换 元 积分 法 类 似 , 但 在 作 定 积分 换 元 zx 一 
9( 四 时 还 应 注意 : DODz 一 p(0) 应 为 区 间 [a,B] 上 的 单 值 且 有 连续 导数 的 函数 ; 四 换 限 要 伴随 
换 元 同时 进行 ; @@ 求 出 新 的 被 积 函数 的 原 函 数 后 ,无 须 再 回 代 成 原来 变量 ,只 要 把 相应 的 积 
分 限 代 入 计算 即 可 . 

例 5.12 求 下 列 定 积分 : 


dz arcsin VT 
Dl TR Ts (2) ses dz; 3) | 一 一 一 dz. 
村 WA— zx Vr (1—x) 
解 (1) 令 =tanl, 则 dz 二 sec*idt, 于 是 
= Sec2ztdt = = 1 半 cos2 _ 泡 1 
| mT 5 | I 


(2) 令 t= V4 一 x, 即 z=4 一 帮 , 则 dx = 一 3Fdt, 且 当 x==0 时 ,t= 二 妆 , 当 x 二 6 时 ， 


一 V2. 于 是 [ E 上 二 沪 d 3( 江 十 2). 
o VC4 一 2 we 
y VX arcsint E 
(3) 方法 | i 2 dt ?| arcsintdarcsint 
去 wz 二 均 JI= 过 
3 证 
一 ee 一 二 
二 16 


人 

题 型 5-9 用 定 积 分 的 换 元 法 证 明 等 式 

【 解 题 思路 】 用 定 积分 的 换 元 法 证 明 等 式 , 要 根据 被 积 函 数 上 、 下 限 的 特点 及 其 构成 情 
况 来 选择 证 明 . 车 等 式 的 一 端 为 被 积 函 数 f(x) , 另 一 端 为 f[g(1)], 则 令 z= 二 g(t) 进 行 换 
元 ;@ 若 等 式 的 一 端 为 f(z) , 另 一 端 也 为 f(x) 或 f(ww), 则 从 积分 上 、 下 限 出 发 寻找 换 元 ; 
@ 若 被 积 函 数 含 有 三 角 函 数 ,一 般 从 诱导 公式 出 发 ,兼顾 f(x) 与 上 、 下 限 进行 换 元 . 

例 5.13 证 明 以 下 各 题 : 


(1) lg = | Xf (rx)dr(a > 0); (2) 让 sin"z coOs"zdz = 2 Cos 
0 0 


证 明 (1) 令 x = xz’, 则 du 一 2zdz, 于 是 
a a2 
[ x fx dx = [ ZE id= i| uf (WwW du = | fr)dzr, 
0 0 2 0 2 0 
(2) 左边 一 | 去 sin"2rdz 一 2 sin"2zdz. 
0 0 
公 7 上 bu 1t 1 
令 27 2 ti, 即 工 4 2 则 


左边 = 2=| cos"t» 全 ja = 2 cos"td 一 右边 . 
各 0 
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题 型 5-10 ”用 定 积分 的 换 元 法 证 明 不 等 式 

【 解 题 思路 】 定 积分 不 等 式 的 证 明 通常 用 定 积分 的 比较 定理 、 估 值 不 等 式 . 积 分 上 限 函 
数 的 单调 性 、 微 分 与 积分 中 值 定理 ,泰勒 公式 等 . 有 时 要 构造 辅助 函数 F(x), 求 F(x) 的 导 
数 ,讨论 F(z) 的 单调 性 ,并 与 F(z) 的 端点 值 比较 ,从 而 得 出 不 等 式 . 涉及 更 高 阶 导 数 用 泰勒 
公式 证 明 . 


例 5.14 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 he ed 


dz 宕 (6=a)’, 


一 (zt 一 a)’*, 则 


证 明 设 F() =| fwaz| 局 


fx 
. Ef) fC 
F’(z) fof + 元 | 2(t—a) -| FD + FD 2]d 


ash 大 过 
fy Fz) | re 下 Coe 
F(z) 为 单调 增 函 数 , 且 F(a) 二 0, 所 以 Co 


reoaz| 2 Fz 宇 (6 —a)’. 


例 5.15 设 f(z) 在 [0,a] 上 二 阶 可 导 , 且 了 产 (x) 宇 0, 证 明 [fear > af ($]}. 


证 明 f(x) 在 5 处 的 一 阶 泰勒 公式 为 


f(z) A(S)+r($)(e 和 外 


其 中 ,在 zx 与 之 间 . 利用 条 件 f(x) 三 0, 可 得 f(x) 宇 /($)+ 7 人 (= 一 党 上 两 边 从 


0 到 a 取 积 分 ,得 [EE 之 af ($ ) t | 家 外 (< 3 ju ar( 3 }: 

注 已 知 Fz) 二 阶 可 导 , 可 考虑 利用 f(z) 的 一 阶 泰勒 公式 估计 f(x); 又 所 证 的 不 等 式 
中 出 现 了 点 分, 故 考虑 使 用 在 zo 一 所 处 的 泰勒 公式 . 

题 型 5-11 用 分 部 积分 法 计算 定 积分 


【 解 题 思路 】” 定 积 分 的 分 部 积分 法 的 基本 原则 与 不 定 积分 的 分 部 积分 法 类 似 ,在 u,dv 
的 选择 方面 ,按照 不 定 积分 的 分 部 积分 法 的 思路 进行 . 当 被 积 函 数 中 含有 抽象 函数 的 导数 形 
式 时 ,常用 分 部 积分 法 . 对 于 被 积 函 数 中 含有 变 上 、 下 限 积 分 的 定 积分 的 情况 ,常用 的 方法 也 
是 利用 分 部 积分 法 ,把 变 上 限 或 变 下 限 积分 取 作 ,其 余部 分 取 作 dv. 这 类 题目 的 另 一 种 做 
法 是 将 原 积分 化 为 二 重 积 分 ( 微 积 分 (下 册 ) 的 内 容 ) ,再 更 换 累 次 积分 的 次 序 . 

例 5.16 求 下 列 定 积分 : 


1 ee 
CD 六 将 mg Me i (3) | eosinz)dz. 
0 


en shy 上 Td(cosz) 一 二 df ) 
0 cos 0 COS 工 2.。 COS 工 


;( z | 至 FE 1 dr] 区 Janz| 区 1 
2 \cos2zlo 0 cos:z 4 2 o Se 


5.3” 题 型 总 结 与 典型 例题 人 
Vi 一 


ft 0 1 1 
-| er。2tdt 2| te'dt 2 人 (ee 
1 0 0 


1 
(2) | ev dr 
0 


(3) 站 cos(lnz)dz = Lecostlnz)] | + | singna 二 dz 
一 ecosl 一 1 +| sin(lnz)dz = ecosl 一 1 十 xsin(lnz) | 一 | esanodz 
一 ecosl 一 1 十 esinl 一 J cosa) dr, 
则 站 cosonadz = eeosl 4 ellll = 1, 故 | cosGnzydz 三 去 [eCeosl 十 sinl) —1]. 


例 5.17 设 f(x) 在 [0,x] 上 具有 二 阶 连续 导数 ,f(x) = 3, 且 | [f+ fC) Jeosedr 一 
0 
解 [ [f(z) + f(x)]eosrdr = [x ZX)dsinz + [eosrdf (zx) 


k — sinz »f (rz)dri+cosr*. f (x) 站 + sinz »f (x)dr 
0 0 


= sinx。 f(x) 


一 一 六 (x)—f (0)=2. 
故 (0) 2 一 广 (r) 2 一 3 5 


例 5.18 计算 | <- 1)? f(x)dx, 其 中 f(x) = dv 


1 1 省 2 
| (zxz—1)f(r)dz -| (rz—1)’ [| e > dy|dz 
0 0 0 
1 rT 2 1 1 L _ 2 
| 一 5 y+2y | -| tl 
[3 Z 人 dy] so BT 1)’e dz 


i 2 
| (元 一 1 ed 一 12] 
0 


t= (zr—1)’ 


人 | 
se dt (eC— 2 


题 型 5-12 nee 

【 解 题 思路 】 被 积 函 数 中 有 绝对 值 的 定 积分 的 计算 ,应 注意 的 是 正确 地 确定 分 界 点 , 先 
pp ge ina 是 令 含 绝对 值 部 分 的 函数 为 零 , 求 出 其 实 根 ,以 其 
实 根 为 分 界 点 ,将 被 积 函 数 化 成 分 段 函数 ;二 是 利用 函数 的 奇偶 性 、 周 期 性 等 性 质 , 使 绝对 值 
符号 去 掉 . 

例 5.19 求 下 列 定 积分 : 


站 至 2 
(1) 作 本 (2) I V1 一 sin2zdzi; CD | se [zl|e™ | )dz。 
[rT 0 一 2 


2 
* lnx 二 * lnz 
解 (1) 全 | 人 | dz | a 所 技 dz 
一 一 2 Vzlnz 


a 堪 中 + | 


这 


1 42h, Vz qxr + 2 Vilnz 
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一 一 竺 十 4 


e 


1 e 1 
十 4e 4a| -sl | 
e 


个 


(2) I 1 一 sin2zdz = 上 (sinz 一 cosz)2dz 一 上 | Sinz 一 cosz | dz 
0 9 


一 下 (cost— sinr)dzx +| (sinz — cosz)dzr 
二 


“一 2 一 2. 
4 


; 地 2 
一 (sinz 十 cosz) | 十 (一 cosZz 一 Sinz) 
0 


2 2 2 2 
(3) | T+ [zlel*l)dzr =| zdz+| ,zle lars= 中 Ze dz 
一 一 2 一 0 


2 


zx 


一 一 2ze- 


0 


2 2 
~ 2| edz 4e ?一 2e 
0 0 


题 型 5-13 ”分 段 函 数 的 定 积分 的 计算 

【 解 题 思路 】 分 段 函 数 的 积分 应 分 段 计算 ,应 注意 的 是 正确 地 确定 分 界 点 , 当 被 积 函 数 
是 以 给 定 函 数 与 某 一 简单 函数 复合 而 成 的 函数 时 ,要 通过 变量 代 换 将 其 化 为 给 定 函数 的 
形式 . 
1 二 +w sw 0 
e“,X>>0， 
解 令 : 一 z 一 2, 则 dz 一 di, 于 是 


re -ad = | rod = tad | ear ( | 和 】 
例 5.21 计算 下 列 定 积分 : 


例 5.20 设 F(z) 一 | 求 | re 一 ?dr 


A 0<z<5， 


(1) B(x) = 站 rd 其中 i 
Cy <r 


(2) [ogc Da 冯 0); 其 中 当 z 汪 0 时 ,了 (x) 三 3; 而 
0 
sinr, 0<zr<F, 


g(7)= 
0， > 于. 


解 (1) 当 0 过 + 过 5 时 ,B(x) [ua Yh’. 
0 


当 亏 Ee 村 局 (5 三 rou 三 [ua + d= A +c(z 一 pa 因此 
0 0 去 


hr, 0<x<， 
D(x) = 


a l / 
Ed +e(z 2)， 之 常委 汪 


zx u=X— 0 站 
(2) | fea(r—Ddt e [re ug(u)(— du) | f(r— wgs(udu. 
0 本 0 


5.3 题 型 总 结 与 典型 例题 © 


当 0 之 x 过 至 时 ,| f(x ug(w du [a u)sinudu = zr— sinr; 
0 0 


当 z 之 闻 时 ,| f(a a Gad = | Gsinudu +0 二 x 一 1. 因 此 
0 0 


一 Sinzy 0<zr<3 
| f(Dg(r—ndt= 
0 


zx—1, 3 
题 型 5-14 反常 积分 的 计算 

【 解 题 思路 〗 确定 反常 积分 的 类 型 : 判断 是 无 穷 限 的 反常 积分 还 是 无 界 函 数 的 反常 
积分 ; @ 求 被 积 函 数 的 原 函 数 ; @ 求 反常 积分 值 .判断 其 收敛 性 . 


例 5.22 计算 li > 
Wh em 


解 分 母 的 阶 数 较 高 ,可 利用 倒 代 换 , 令 z 一 十, 则 


I dz [ Et 苑 | tdt 
1 V1 二 于 和 让 1 二 A 
再 令 = 上 6, 则 


' tdt 1 du 1 du 
。 ViTRTT Sl Viruti 5 ( }) +3 
4 


a 5 hn ' 
(e+ 去; Tati) 


例 5.23 “计算 反常 积分 | -ESsin yz dy. 


rx) 
解 ”被 积 函 数 有 两 个 可 疑 的 瑕 点 : zx 一 0 和 z=1. 
lim -全 SSin Vz 一 1, 所 以 z 一 1 是 被 积 函 数 的 唯一 瑕 点 . 
因为 ln 二 所 以 x 三 1 是 被 积 函 数 的 唯一 瑕 点 . 从 而 
1 arcsinVz 1 arcsinVz 2|1 x 
dz dz ain/E) | = SE. 
| a | VE 


题 型 5-15 平面 图 形 的 面积 

【 解 题 思路 】 名 画 出 平面 图 形 , 借 助 于 几何 直观 了 解 所 求 面 积 的 特点 ,确定 积分 变量 ; 
@ 求 出 相关 的 交点 ,确定 积分 区 间 ; @ 合 理 选择 积分 曲线 方程 (直角 坐标 方程 ,参数 方程 ,或 
极 坐 标 方程 ) ,代入 公式 计算 ; 由 当 图 形 具 有 对 称 性 或 由 几 个 面积 相等 部 分 所 组 成 时 ,可 先 
求 出 一 部 分 面积 ,再 利用 对 称 性 或 等 积 性 求全 面积 . 

例 5.24 求 下 列 各 平面 图 形 的 面积 S: 

(1) 平面 图 形 是 由 曲线 y 二 cosz,y 二 sinz,X 二 0 以 及 z= 二 x 所 围 成 ; 


(2) 平面 图 形 是 由 曲线 y 一 一 x 十 也 和 一 4y? 所 围 成 
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解 CD 直 于 前 线 y=sin 与 y 一 cosz 的 交点 坐标 为 于. 符 ]( 如 图 5-1C? 所 未) ,因此 


心 | 忆 


平面 图 形 的 面积 为 
= | eeosz = sinz) dz + 上 | (sinz 一 cosZ)d7 
吕 至 


一 (sinz 十 cosz)| 十 (一 cosz 一 sinz) - = 
0 到 
4y =x 
21 
4 Te 
2 | % 
wr 


(2) 由 于 曲线 y 一 一 z 十 二 与 工 一 4 的 交点 为 { 1, 去 } 和 | 2 于 ,一 全 ]( 如 图 5-1(b) 所 
示 ). 这 里 我 们 选择 y 为 积分 变量 ,因此 平面 图 形 面积 为 
sl 


例 5.25 已 知 星 形 线 的 参数 方程 为 | 


到 125 
-了 96 


=acos’ 


,， (a>0), 试 求 它 所 转 图 形 的 面积 


TT 
y=asin 


解 ” 根据 图 形 的 对 称 性 (如 图 5-2 所 示 ) ,可 得 它 所 围 的 面积 为 


a 0 
A= 4| ydz = 中 sin3st3a cos2t( 一 sint) dt 
o 至 


三 12| ee[sint sins1]dt 12e [3 x : x #(1 J Bar. 
例 5.26 求 心 脏 线 *=a(1 二 cosb) 与 > 一 wa(o 二 0) 所 围 成 部 分 的 面积 . 


解 画 出 草图 (如 图 5-3 所 示 ). 由 图 所 求 面 积 为 3 个 部 分 : 


5.3 题 型 总 结 与 典型 例题 人 


(1) 圆 内 .心脏 线 内 公共 部 分 的 面积 为 A,，(2) 圆 内、 心脏 线 外 公共 部 分 的 面积 为 Au， 
(3) 圆 外 \ 心 脏 线 内 公共 部 分 的 面积 为 A;. 

根据 图 形 的 对 称 性 ,可 计算 上 半 部 分 的 面积 再 乘 2 即 可 . 
二 a(l 十 cos0)， 
en 得 [至 ,a],( 嗓 ,a), 于 是 A， 可 视 为 y 轴 左 侧 的 一 部 分 


7 太一 Q， 


先 求 交点 ,由 | 


{ 极 角 由 过 变 到 冯 x 与 y 轴 右 侧 的 半 国 合 起 来 的 , 故 


而 2 1 zpa04 Ta = .| (二 eosd) a a 
至 2 2 丢 2 


TT 2 2 {3 sfs 
pd +a (3 2] a (x 2]， 


As = 2| Ta (+ eos0)’do a (Er 2] «(21 了 
了 4 4 


(4 二 A: = 二 re 就 是 心脏 线 所 转 成 的 面积 ). 

例 5.27 试 求 由 曲线 y=xe 与 x 轴 的 负 半 轴 所 围 平面 图 形 的 面积 . 

解 ” 如 图 5-4 所 示 , 由 于 x=0 时 ,y= 二 0;x 悦 一口 时 ,y 二 xe* 习 0, 故 取 江 为 积分 变量 ， 
xzE( 一 co,0], 在 任意 部 分 区 间 [z,z 十 dz] 上 相应 的 面积 元 素 为 dA 二 |xe*|dzx, 从 而 , 所 求 面 


积 为 A = 上 lze | dz -| zerdz 一 1. 


题 型 5-16 ”旋转 体 的 体积 

【 解 题 思路 】 用 定 积 分 求 旋转 体 的 体积 时 ,要 恰当 选取 积分 变量 . 求 绕 x 轴 或 平行 于 x 
轴 的 直线 旋转 的 旋转 体 体积 时 ,一 般 选 x 为 积分 变量 . 求 绕 y 轴 或 平行 于 y 轴 的 直线 旋转 
的 旋转 体 的 体积 时 ,一般 选 y 为 积分 变量 . 

例 5.28 求 由 曲线 y==x? 一 2z 及 直线 y==0,z=1,z 一 3 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 S， 
并 分 别 求 该 平面 图 形 绕 x 轴 及 绕 y 轴 旋 转 所 得 到 的 立体 的 体积 . 

解 ” 画 草图 (如 图 5-5 所 示 ) . 


xtdx x 
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2 3 
面积 : S = Si: 十 S: | (2 一 到 ) de | (x = 0) 
2 
EC- 引 [+ 人- 
绕 工 轴 旋 转 的 体积 ; 
V. «| (z2 —2x)dz «| Cx 4z3 十 4z2)dz 一 x 人 到 人 x] 
机 1 5 可 
Si 绕 y 轴 旋 转 一 周 形成 的 立体 体积 为 
0 0 
Vi= J i VITy) dy—r=x 位 填 23wI 平 了 二 1 十 9 人 一 天 二 癌 和 
Ss 绕 y 轴 旋 转 一 周 形成 的 立体 体积 为 
3 3 
V: 一 27r 一 工 (Lt E71 Fy)*dy 一 27r «| (2+2 Vi 二 y 十 y)dy 二 x 


故 绕 y 轴 旋 转 一 周 形成 的 立体 体积 ,V, =Vi 十 Vz 一 号 十 全 x 一 9 


如 以 xz 为 积分 变量 ,更 为 简单 . V, = 2x[| zczz x?) dz + Le 2z)dz] 9r. 


此 处 注意 Si 在 工 轴 下 方 , 故 体 积 前 加 一 负 号 . 
例 5.29 过 原点 作曲 线 > 一 Inz 的 切线 ,该 切线 与 y=lnz 及 x 轴 围 成 平面 图 形 D. 求 : 
(1) DD 的 面积 ; 

(2) D 绕 直 线 x 二 e 旋转 一 周 所 形成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 (1) 设 曲 线 y= 二 lnz 在 (i,1n?) 点 处 的 切线 为 


y 一 ln 二 站 一 1, 由 于 切线 要 过 原点 ,因而 得 Int 二 1, 即 


二 e, 切 点 为 (e,1) ,于 是 切线 方程 为 y= 和 ,从 而 DD 的 
图 形 如 图 5-6 所 示 . 选 y 为 积分 变量 . 则 D 的 面积 为 


! e 
A | (e 一 ey)dy 起 
0 六 


(2) 切线 y= 生 .x 轴 及 直线 z+ 一。 所 围 成 三 角形 


绕 直 线 x 二 e 旋转 一 周 所 得 圆锥 体 的 体积 Vi 一 xe*/3, 而 由 y= 二 lnzx、x 轴 以 及 直线 x 二 e 所 围 
曲 边 三 角形 绕 直 线 z 二 e 旋转 一 周 所 得 旋转 体 ,其 旋转 轴 z+ 二 e 为 平行 于 y 轴 的 直线 , 故 选 y 


为 积分 变量 ,于 是 体积 为 V 一 <| (e 一 ee)*dy 一 于 (4e 一 1 一 e), 因此 所 求 旋转 体 的 体积 为 


V=Vi—V: G5e 12e 十 3). 


例 5.30 求 曲线 y=3 一 |z? 一 1| 与 x 轴 围 成 的 封闭 图 形 绕 > 一 3 旋转 而 成 的 立体 体积 . 

解 y=3 一 |x? 一 1| 与 x 轴 交 点 是 (一 2,0),(2,0). 曲线 y=f(x)==3 一 |x’ 一 1| 围 成 的 
平面 图 形 如 图 5-7 所 示 . 显然 做 垂直 分 割 方便 , 任 取 [Lz,z 十 dz]JCL 一 2,2] 相 应 的 小 窗 曲 边 
梯形 绕 y=3 旋转 而 成 的 立体 体积 ,于 是 


5.4 课 后 习题 解答 全 


图 5-7 


dV = x[3:—(3— f(x))?Jdzr = x[9—| 妇 一 112]dz， 


2 2 
V | [9— (x’:—1):Jdzx 2r| [9 一 (z 一 2xz2 十 1)]d>x 
一 各 0 


1 元 448 
95 3 | i 
2 [18 (#x2 $F X2 +2]] 1 


ES,4_ 课 后 习题 解答 


习题 5.1 
1. 利用 定 积分 的 定义 , 试 求 下 列 定 积分 : 

(1) | zaar (2) ed 

解 (1) 因 函 数 /(x) 一 2z 在 [0,1] 上 连续 , 故 可 积 .从 而 定 积分 的 值 与 对 区 间 [0,1] 的 分 法 及 的 取 


法 无 关 . 为 便于 计算 ,将 [0,1jn 等 分 , 则 4 一 Ari = 二 . 于 是 一 0, 即 xc , 取 每 个 小 区 间 的 右 端 点 $, 则 


8 二 二 (i 二 1,2,… sn) , 故 
n 
zzu= ji A A = im > 2 工 “十 一 lim 总 3 
. 轨 台 pp 2 太公 
lim 二 (12 十 3 十 十) 二 lim 筷 .于 于 im(1+ 症 )= 工 
or 7 ne 7 2 mo n 
(2) 因 函 数 /(z) 二 =e' 在 [0,1] 上 连续 , 故 可 积 . 从 而 定 积分 的 值 与 对 区 间 [0,1j 的 分 法 及 & 的 取 法 无 


关 . 为 便于 计算 ,将 [0,1jn 等 分 , 则 ) 一 An 一 十 . 于 是 4>0, 即 n> 中 , 取 每 个 小 区 间 的 右 端点 包 , 则 & = 二 


(i 二 1,2,…,n), 故 

， 芭 。 
| ed 加 2) 716D)An = im An im) 
， 并 和 并 和 "和 3 


le _) ele 


i 
ma 一 eof) Tm “( 瑟 ) 


n 


2. 利用 定 积分 的 几何 意义 ,计算 下 列 定 积分 : 
(1) [2rdz; (2) | Ix de 


解 (1) | zu 表示 直线 > 一 2z 与 z 一 1,z 一 2, 工 轴 所 围 成 的 直角 梯形 的 面积 , 即 计 X (24D)X1=3. 
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V2 


(2) | VI 表示 八 分 之 一 加 x 十 二 1 的 面积 城 去 由 直线 y 一 zz 与 + 二 :2 及 x 轴 所 转 成 的 
法 
i py 区 V2 AZ 区 Fl 
直角 三 角形 的 面积 , 即 包 一 二 XX 2 
3. 利用 定 积分 表示 下 列 极限 : 
(1) lim》 (6 ?一 3&)Axi, 和 是 [一 3,5] 上 的 分 割 ; (2) mm 六 V4 一 和 "Ari, 和 是 [0,2] 上 的 分 割 ; 
0 


| 
C3 Tiin 2 [sm i Ee i 
meco 72 n 
CD im 了 [人 (+ 1 a a 


5 2 1 1 
解 (1) | A —3z)dr; (2) | V4— zdr; (3) | sin(xr)dr; (4) | ln(1++ zx)dz. 
一 0 o 0 


提高 题 
.; i 
"ml | tetl 
解 > Pe br < 1 ' 而 
n=1 NR n=1 二 "n=l # 生 证 
| ee a Ws , 
lim >) 二 lim 3 = = | zdr 一 arctanr| 一 一， 
Pere i 要 n 9 1 十 工 0 4 
# 十 亏 1+ (六 ) 
LD) a 
a 和 1 ， 1 
加 之 CD - 叫 RD 之 G+) ntl)’ | 
n sn sh n ee n 
1 
本 = 和 | 
0+ lm “ey 本 十 0 ,TI 二 二 dz arctanz i: 4 


所 以 ,由 夹 通 定 :再 得 lim 了 一目- 一 开 ， 
tt 1 +1 4 


2. 求 im D> 六 mn( + 去) 


解 lm 思 志 m(1+ 和 ) -lim £) .i= ht 


2 i 
一 号 mG 十 避 一 十 be 
3. 设 m V3 ) (+ ) (+ 二 六 到 mo = 


解 lima, 一 De CD 


号 1 
及 hn(! 二 站 )= 吉 > 二 In(1+ - ): 1 | na Hz)dr 


_ 
站 二 a 


2 
要 ln(1 十 z) 


故 lima, = e+ , 即 应 填 时 


5.4 课 后 习题 解答 0 


4. 甲乙 两 人 赛跑 ,计时 开始 时 , 甲 在 乙 前 方 10( 单 位 : m) 处 (如 图 5-8 所 示 ), 实 线 表 示 甲 的 速度 曲 
线 v 一 mm (b (单位 : m/s) ,虚线 表示 乙 的 速度 曲线 v= vw (7)， Vm/s) 
三 块 阴影 部 分 的 面积 分 别 为 10,20,3, 计 时 开始 后 乙 追 上 甲 


A) 
的 时 刻 为 , 则 ( % 2 
而 == 隐 B. 15<4<=20 
C. to=25 D. to>25 
解 从 0 到 to。 这 段 时 间 内 甲乙 的 位 移 分 别 为 i 
ol 10 25 30 1s) 


加 ‘0 
| Vicare,| Vs (DD dt. 
0 0 


车 乙 要 追 上 甲 , 则 [Vs0D 一 Wi (CO]d 一 10, 当 4 一 25 时 满足 , 故 选 C 
5. 设 二 阶 可 导 函 数 /(z) 满 足 1(D=f( 一 D=1,f(0)= 一 1, 且 (x) 之 0; 则 ( ). 
A. | f(r)dr>0 B. T fndr <0 
= -1 


Cc. | > rcar D. [rw < | nar 
解 “/(z) 为 偶 丽 数 满足 题 设 ,此 时 | /Cz)dz = | Ga)dz, 故 排除 C.D 
取 f(x) = 2z2 一 1 满足 条 件 , 则 | 7(z)dz 二 Der 一 Ddz 一 一 也 过 0, 故 选 B. 


6 了 丽 数 /(z) = 3”, 求 lim 点 InL7CD7(2) i 


解 lim InL /CD /C2) 0D] = lim 二 2 Ido 一 lim 十 Dn iie DY 和 ln3 
ee a en "和 
= Islim>( ) i bn3| zd zx = 时. 
了 
习题 5.2 
1. 设 f(x) 在 [0,4] 上 连续 ,而 且 | /Ca)dz a 4 reod 一 7, 求 下 列 各 值 . 


4 3 
(1) | fn dr; (2) i fz)dz. 
3 4 


4 4 
解 | fz) dr [pwar [penar 7—4= 3; 
3 。 6 
3 人 
(2) | fC dr -—| f(x)dzr =— 3. 
4 3 
2. 比较 定 积分 的 大 小 : 
1 1 4 4 
Cl) zzdz 与 | adzri <G) | (lnz)2dz 与 | (lnz)adzri 
0 0 3 3 


(3) de 与 | dzs (4) [zar S| sinedz. 

解 (1) 因为 当 z € [0, 可 时 ,z 之 如 ,等 号 仅 在 z 一 0 和 zz 一 1 时 成 立 ,所 以 | zdz > | md 
(2) 因为 当 zE€ [3, 委 时 ,nz 之 1 所 以 (lnz): 过 (lnz)s ,所 以 | PE | (lnz)adzi 

(3) 因为 当 z € [0, 切 时 ,er 之 ,等 号 仅 在 zz 一 0 和 < 一 1 时 成 立 , 所 以 ede >|e dz 


(4) 设 g(z) = 二 zx 一 sinz; 则 g(0) 一 0,g'(z) 一 1 一 cosz0. 当 xzE [o 注 ] 对 ,ec 三 0, 即 g(z) 在 
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[9 ] 上 单调 增加 , 故 g(x) 宇 g(0) = 0, 即 工 达 sinz, 于 是 | dz > | sinzde, 
3. 估计 定 积分 的 值 : 


4 x 2 
cab] | (zz 十 1)dzs (2) h (1 十 sinz)dzi (3) | Ee dr; 
o 。 
1 2 EE 副 : 1 x 和 
CD | dz; ‘| V2r— xdr; ‘| es 
sw 2 0 "3 十 sin 工 


解 (1) 因为 当 z€ [1 和] 时 ,2 之 开 十 1 过 17, 所 以 2dz 之 ++Dar 过 17dz, 于 是 
6< e+Ddr<5l 

(2) 当 ze [0, 台 时 ,1 入 1 十 sinz 扩 2, 所 以 | dz< GT+sinzdz 二 | 2dr, 于 是 
<ja 十 sinz)dz 扫 2r; 


(3 


二 


1 Wa Me 更 
当 zE [0,2] 时 ， rz (= 2 ) 二 2, 所 以 et es， 之 ,因此 


» 4 3 2 1 2 2 
[etar< | emar < ear, 即 2e < ewar <20, 
0 0 0 


0 


y 和 一 了 十 3 二 入 y4 [e+t3 和 
(4) 因为 当 z E [0,1] 时 ,可 科 天 十 一 1 十 赤 二 入 本 ,所 以 了 入 | 到 十 2dz 和 可; 


(5) 当 z € [0,1] 时 ,0 才 V2z 一 三 = VI 一 (z 二 1 过 1, 所 以 
os va < Na, Wm o< vu-rar<1 
(6) f(x) = 5 ieE [0, 柯 ,因为 0 simz<l, 所 以 十 太 5sz 所 地 , 故 
ee rtrs| 言 te， 于 是 至 < adc< 于 
4. 证 明 : mm 人 I dz = 0. 
证 明 “由 积分 中 全 定理 知 ,至 少 存在 $E 「 0, 二] ,使 得 | 全 ;dz 一 了 各 “二 .因为 0< 己 二， 


1+ 
5. 设 函 数 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 A] /Dd = Ko 1 证明: 存在 &€ (0,1)， 
大 
使 六 (6) = 0. 
证 明 由 积分 中 值 定理 可 知 .存在 ve [1 一 去 "1] -使 得 /C0) 一 对 7Codz 一 全 于 /CD 一 /7. 
: 


再 由 罗 尔 定理 可 知 , 存 在 sE (0.7) CC (0,1), 使 即 (8) = 0. 
6. 设 f(x) 在 La.0 上 连续 ,证 明 : 


(1) 车 在 [a,6] 上 ,f(zx) >0,8| /Cdr 二 0, 则 在 [a,6] 上 f(x) 三 0; 


所 以 lim 久 一 0, 而 {也 帮办 ,于 是 im 上 ide 一 


(2) 车 在 [a,6] 上 ,f(z) 宇 0, 且 f(x) 不 恒 等 于 零 , 则 | /Ca)dz 获知 


证 明 (1) 反 证 法 . 假设 在 (a.5) 内 有 一 点 zo ,使 得 F(zo) 之 0, 由 JCz) 在 La, 上 连续 可 知 , 必 有 zo 的 
6 邻 域 (zo 一 9,zo 十 9) 使 FCz) 二 0, 则 


b 0 一 48 b 0 
| f(x)dr = | fdr+| fdrt+| fdr > | flr)dr> 0. 
a a zo ER 0 


5.4 课 后 习题 解答 人 


这 与 已 知 | Ce)dz = 0 矛盾 .对 mm 一 a 和 zx 一同 理 可 证 , 故 在 [a: 人 ] 上/(z) = 0 

(2) 因为 f(z) >>0. 所 以 | /Cdr>0. 假设 | /Cdz 一 0, 则 由 (1) 结论 可 得 在 [a, 门 上 ,zxz) 反 0, 这 
与 /(z) 不 便 等 于 零 矛盾 , 故 | (dz > 0 

7. 车 /x) 在 [2,6] 上 连 绪 , 且 /(z) 在 [2,6] 上 的 平均 值 为 4, 求 | f(x)dz. 


[pcwar 
解 因为 汪 至 
提高 题 

1. 设 函 数 f(z) 在 [0,3] 上 连续 ,在 (0,3 ) 内 存在 二 阶 导 数 ,日 2/(0) =| rcodr= f(2) + £03). 


证 明 : (1) 存在 7E (0,2) 使 F(7) = /(0); (2) 存在 EE€ (0,3) ,使 六 (6) = 0. 
【分 析 】 需要 证 明 的 结论 与 导数 有 关 , 自 然 联想 到 用 微分 中 值 定理 . 


证 明 (1) 令 F(x)= [ou 因 f(x) 在 闭 区 间 [0,2] 上 连续 ,所 以 F(x) 在 闭 区 间 [0,2] 上 连续 ,在 
开 区 间 (0,2) 内 可 导 , 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 得 ,至 少 存在 一 点 7E (0,2) ,使 得 F(2) 一 F(0) 二 FF'(WD)(2 一 0)， 
wm far = 志江 六 六-270) 二 [AnDaz. 所 以 f(D = /(0). 命 题 (1) 得 证 . 


一 4 所 以 | rcodz = 16. 


(2) 因为 2/(0) = (2) 十 /3), 则 /(0) = A 又 函数 /(zx) 在 闭 区间 [0,3] 上 连续 ,从 而 


/C0) 一 人 加 才 代 介 于 f(x) 在 [2,3] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 问 ,由 介 值 定理 知 ,至 少 存在 一 点 y€ [2,3]， 


使 得 [(7) = /0). 

因此 f(x) 在 区 间 [0,],[0,X] 上 都 满足 罗 尔 中 值 定理 条 件 , 于 是 至 少 存在 点 € (0,D,& € (7,7)， 
使 得 /(&) 一 让) 一 0. 

由 f(x) 在 闭 区 间 [0,3] 上 连续 ,在 开 区 间 (0,3) 内 存在 二 阶 导 数 . 知 了 (x) 在 [6 ,器 ] 上 连续 ,在 (6 ) 
可 导 , 用 罗 尔 中 值 定理 ,至 少 存在 一 点 &E€ ( 邱 , 印 ) C (0,3) ,使 得 六 (6) = 0. 


习题 5.3 
1. 求 下 列 函数 的 导数 : 
I 2 cosr 3 
| stne diy ‘2 | er ds ‘3) | cos(nt dts [af Wd. 
. 4 县 
解 (1) 站 (Jisinear) = sine 
dzr\Jo 3 
(2) 4 上 一 ee (zr)’ = 2ze* 
dz . 把 ) 党 这 Te 四 


(3) 二 (六 so )d) = cos(r coszzr)(cosz) 一 cos(r sin2z)(sinz) 


= cos(r cos’ x)(— sinr) 一 cos(r sin2z)(coszr) 


cos[r(1 一 sin2z)]( 一 sinz) 一 cos(r sin2z)(cosz) 


= cos(r sinzz)sinzr 一 cos(r sinzz)(cosz) = cos(r sin2z)(sinz 一 cosz). 


(4) 因为 [a Wa = | /CDi 所 以 (or) ES + far. 


2. 求 由 | ed 十] cosidt 一 0 所 决定 的 隐 函 数 对 z 的 导数 虹 ， 
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d 


dy 


解 在 方程 两 边 同 时 对 工 求 导 得 


a 


区 


dr 


costdt 
o 


(ea)+ 芋 (| 


一 0, 于 是 e 本 十 cosr 一 0, 即 


COS 工 


dz 


一 一 soz. 而 由 | ed 十 | cowd 0 得 ,@ 一 1 十 sinr = 二 0, 即 e@ 1 sinz, 于 是 和 
0 o 3 


1 一 sinz” 


3. 求 由 参数 表达 式 工 一 | sinudusy 加 | cosuau 所 给 定 的 函数 y 对 x 的 导数 . 


dl 『 cosudu ) 


dy 
解 由 = 全 -二 cos 一 cou. 
了 d | sinudu i 
( 0 ) 
dt 
4. 求 下 列 极限 : 
3 1 sinr 各 
| arctantdt | ed sintdt | (Carctant)2 dt 
GD limn2 一 (lim>es lim (lim > 半 
0 工 一 0 工 0 一 Ho I 
下 arctantdt i 1 
,Jo Eo 
种 (Dl Ms 2 
1 
| ed sinz » em 1 
Ca Le EE ba 2z 2e- 
(3) lim sintdt = Sinsinr。cosT _ lim zcosz 一 1 
0 本 x0 2z rm0 27 2 
2 
(4) lim | Ed Li (arctanz)? _ 
eta TE zt 2z 4 
2 V1 十 好 
5. 求 下 列 函 数 的 定 积 分 : 
re V3 
0) (还 + 吉 )dz <) | des 
-1 工 过 1+z 
2x 
(4) | |2z 一 1|dr; ‘5 | | sinz| dx; 
0 0 
pd i 34_1\| -81 
解 GD 有 (这 + 二 jd (a a Be 
V3 
1 i A Ly Ly 
(2) ee dz = arctanzr arctan V3 一 arctan 3 6 6 
二 1 
(3) | ， arcsin arcsin( 阿 ) 二 了 
一 2， 到， 
(4) 因为 | 2x 一 11= y 所 以 
27—1, zx> pn 
1 172 1 1/2 0 1 
| 12z-1ldz=| G 一 2zdz 十 | (2z 一 1)dz 一 (zz 一 好) 十 (zz 一 Z) 一 到. 
0 0 1/2 0 172 2 
2 x 2x 2xr 
G) | | sinz | dz -| sinzdz 十 | (一 sinr)dz = (一 coszr) | 十 cosz 4. 
0 = 0 x 


E 
A 


(6) [tantzdr ceez 1)dz 
0 


tanz 


A 
FEE] 


0 


5.4 课 后 习题 解答 人 


z 十 1， zx 1, 
6. 设 (zx) 三 | Eo 求 | /Cndz. 


DT? el 


2 全 2 1 2 1 
解 [rcwar = [reodr+| f(r)dr -| (z+ Daz+| zdr 
o 0 1 o 这 


好 1 rl: 3 8 1 1 8 
(3 +z) sr 
22 0Rzel, x 
7. 设 f(x) = EO 求 B(w) = fd0<z< 二 
2 一 和 二 25 9 
过 -3 
eu, o<z<1 全 ， 0o<z<1, 
6 
解 G(Cz) 一 1 三 
ed 十 | 一 0dr， 1<z 委 2 一 于 二 27 一 也， 六 


8. 设 f(z) 连续 , 且 f(x) = xz 十 2] cD 来 f(x), 
解 对 f(x) 一 z+2] fa 两 边 积 分 , 得 


1 1 1 
| 0 [| zdz 十 中 FoDdt| ldz， 


1 和 1 
于 是 | reod J az 2 , 即 f(z) 一 工 一 1. 


-十 1， 工 <<0， 本 
9, 设 f(x) 一 人 i | ,fCDdrs 讨 论 F(x) 在 zx = 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 ， 
并 一 
= Zz? 1 
(十 1)dr， 2 | 于 二 和 0 
I 一 
解 F(z) 一 | rod = b = 
| Gt Daet de 二 | 和 所 二 于 zx 之 0 
-1 0 2 2 
因为 lim F(x) im (本 让 z 十 革 ) a tim (本 + ) , 所 以 limF(z) = 
0 0 2 2 2 x0t 0 2 2 0 
limF(x) 一 F(0), 即 F(x) 在 x 二 0 处 连续 . 
se 
zx 2 
F(x) 一 FCO) 这 下 F(x) — F(0) 区 
又 因为 lim 一 下 lim 1, lim 一 = lim 0, 所 以 F(x) 在 x 二 0 
0 并 一 0 0 I 0 十 一 0 x0t r 


处 不 可 导 . 
10. 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 且 f(x) > 0,F(z) = [roa+ 上 de 证 明 ， 
(1) FCz) 过 2; (2) 方程 F(x) = 二 0 在 (a,6) 内 有 且 只 有 一 个 根 . 


: v f(x)+1 2f(z) 
明 省 a 
证 (1) F(zx)= f(z) Re fy 全 fa) ke 


-| ,ou |rout), | 
(2) F(a) Louth we RY < 0F = f Ddt+ Rr = f Wdt>0. 


由 连续 函数 介 值 定理 可 知 ,在 (a,5) 内 必 有 & 使 得 F(&) 二 0. 又 因为 F(x) 放 0, 故 F(x) 在 [a,5] 上 单 
调 增加 ,从 而 方程 F(z) = 0 在 (a,5) 内 必 有 且 仅 有 一 根 . 


提高 题 


已 知 两 曙 线 y= /Ca) 与 y 二 |e ?dr 在 点 (0.0) 处 的 切线 相同 . 则 lim > 和 /( 2)= 
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解 y (xz) 0 Naf (2 en Be te 0 ee 1) ee 
2 六 /0 
Dd ed 


n 
『 (zx—t)sint dt 
2. lim 和 一 和 
x (1 一 VI 一 好) 
了 sint dt 一 I tsint? dt lp sint? dt + rsinz2 一 zsinz’ 
解 ” 原 式 = lim 一 2 lim 
0 


x x=0 2 0 6Z2 6 ” 
2 


3. 已 知 函 数 F(z) 在 (一 co, 十 cc) 上 连续 , 且 F(z) = Cet? 二 2 7coodz, 则 当 7 之 2 时 ,Fim(0) 一 


解 由 f(x) 一 Gz+D? 二 2| oq, 得 f(0) = 二 1, 且 了 (zx) ==2(x 十 1) 十 2f(z), 故 (0) = 4， 
0 
f(z)=2+2f 7), ff(0)=10, f(z)=2f(z), (0)=2X10, 
POE) = .27 0s FAO = BX IO = 2 DD OO = XD; 
从 而 Fom(0) 一 5X2 一 !(x 志 2) , 故 应 填 5X2 一 !(x 志 2). 


4. 设 丽 数 /(x) 在 [0,1] 上 可 积 , 且 满 足 关系 式 /(x) = + | fde, fC) 的 表达 式 为 
ya = i 
解 ” 两 边 取 积分 得 


1 


人 
了 | joa, 


工 
4 


1 1 1 1 1 1 4 
| JCz)dz 一 | 二 dz+| JCz)dz .| Xdx = arctanr| + | f(x)dr* I 
0 SE 0 0 0 0 4 


即 主人 jewdz = 至 , 故 | (a)dz = 工 , 于 是 /(zx) 三 三 二 zs , 即 应 填 FCz) 十 下 za， 
0 4 0 3 3 


I 
5. 设 a(z) = ee 1)dt,p(z) 二 V1 十 tanz 一 V1 十 sint, 当 x 一 0 时 ,a(x) 是 B(xz) 的 阶 
无 穷 小 . 
[ee — Dd [ee — Dd 
解 Hire = 2 im 一 “(VIi+tanz Vi sinz) 


mo pz) 一 VI 二 tanz 一 VI 二 sinz tanz 一 sinz 


[ee — Dd [ee — dr» cosz [ee — Da 
1 和 


lim *。2 一 21lim 4 lim 和 
re0 站 0 ee 0 匣 、 
Sin7 = Siz 
( COS 工 ) 2 
2 
如 W 4 
De 


故 aeCz) 是 BCz) 的 同 阶 无 穷 小 ,应 填 * 同 ”. 
3 2 VE 
6. 把 x 一 0+ 时 的 无 穷 小 量 a 一 | cost dp= [ tanyfdi,y = | sinedz 排队 ,使 排 在 后 面 的 是 前 一 个 


的 高 阶 无 穷 小 , 则 正确 的 排列 次 序 是 ( ). 
A. a,B,7 B. a.7.B C. Brasy D.B,Y,a 
cosear 


2 
- lim — 中 , 即 B 是 a 的 高 阶 无 穷 大 ,排除 C,D. 
"0t 有 z=0t a es 27r。tan V 工 Se 
tanytdt 
0 


5.4 课 后 习题 解答 个 


| 
tanytdr 5 
Ec ; 上 We ; tanr * 27 .4zrz 
lim lim li 1 lm 一 二 0， 
zot zot | sinfs dt ro sinzi 。 0t X32 
9 2Vr 


即 8 是 y 的 高 阶 无 穷 小 , 故 应 选 B. 

7. (如 图 5-9 所 示 ) 连续 函数 y = f(z) 在 区 间 [ 一 3, 一 2]， 
[2,3] 上 的 图 形 分 别 是 直径 为 1 的 上 、 下 半圆 周 ,在 区 间 [ 一 2,0]， 
[0,2] 上 的 图 形 分 别 是 直径 为 2 的 上 、 下 半圆 周 , 设 F(x) = 


fe 则 下 列 结论 正确 的 是 C。 ) 


A. F(3) = 一 训 F(—2) B. F(3) = FC2) 


C. F(3) = FC2) D. F(3) =— FF(—2) 


3 2 性 认 - 了 和 
解 F(C3) | rou | roa+ rod a"( 喜 ) gr， 


oy 1 
下 (一 2) 三 rou | rou ( 5")= 2 a 
6 


2 2 4 8 
A,D 错 . 
3 a 一 
二 FE(2) = 本 义 3 8™ FO3). 
故 应 选 C. 
gi 2 
2 sin GA “万 远 站 
ee 一 1 
8. 设 F(z) 一 45° 和 二 人 
6| sinar dr 
一 一 一 一 一 . 0 
TI— tanr 


(1) a 取 何 值 时 ,f(zx) 在 zx == 0 处 连续 ; 
(2) a 取 何 值 时 ,zx = 0 是 f(x) 的 可 去 间断 点 . 


a 2 PE 2 

解 im/G) 一 lim 2 tim 2 4 二 全 2a: 十 4， 
引 sinat2 dz ee 

lim f(z) = lim 一 。 lim _6sinaz ~ lim S227 —— 6a. 

pee zt T—tanr vam 


令 2 十 4 一 一 6a, 得 a = 一 1,a 一 一 2. 
当 a = 一 1 时 ， lim f(z) 一 lim f(zx) = (0) = 6, 故 f(z) 在 z= 二 0 点 连续 ; 当 a = 一 2 时 ， lim f(x) 言 
0 >0 x0 


lim f(x) 天 f(0), 故 z= 二 0 是 f(x) 的 可 去 间断 点 . 


dy 
I 


ty 2 x 
9. 设 可 导 琢 数 y = y(z) 由 方程 | ev dr 一 zsine di 确定, 则 


解 由 题 设 可 得 ce (1 十 2) = sin drt zsine?. 
x 0 
当 z 一 0 时 ,由 题 设 可 得 | ee dr = 0, 而 c” > 00 > 0), 故 得 > 一 0. 取 = 0.3 = 0 代入 上 式 得 


dy 
dz 


天 
0， 故 全 


Ey 


1 


z=0 z=0 


故 应 填 一 1. 


向 第 5 章 定 积分 及 其 应 用 


10. 设 函 数 /Cz) 一 | | 一 屏 |dt(z > 0), 求 /Co) 并 求 /Cz) 的 最 小 值 . 


二 1 
| cd 二 | (PF—z)d, 0 一 二 二 1 
¥ 
解 Fo 一 | [2g—z|d= 
o 


(x: 一 妇 )dt， zz 之 1 
o 
二 - 
3Z 一 了 + 0 
可 一 十 ， I 之 1， 
4z 一 2z，0 一 > 一 1， 
吉 f(z) = 
2zr， Zz 宇 1. 


令 /(D) ==0 得 x 二 诗 ' 且 放 ( 计 )>0, 所 以 Cz) 在 一 去 处 取得 最 小 值 / (去 )= 


A 


11. 设 函 数 /(x) = | 1 一 x 1 dt, 求 f(z) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


| 六 2 3 
解 f(x) 全 rid 六 D d+ hi ZX)dt 二 三 工 十 下 jz) 一 好 
0 0 3 2 3 


令 (zx) 二 0, 得 z= A : /( 直 )- 2 f(D = 1 , 则 最 小 值 为 /( 直 )- 
2 让, 最 大 值 为 0)= 二 . 
习题 5.4 


1, 计算 下 列 定 积分 : 


Va 1 V3 dz rdx 
| V2 zdzr; (| 2 VI—zidz; ‘| 一 一 一 一: Co | 一 一 
四 1 x? Vl+z V5—4r 


[4 Pr 1 . 
‘| 2 (6) | cos4 rsinrdzs (7) | te dt; (8) | Lie 
1 o 0 WwW “到 
所 -一 pe 1 dz 
(9) wsin zr— sin rdr; (10) pn ea 
0 oe@t+e 
解 (1) 设 z==V2sint; 则 dz 二 V2costdt. 当 z= 二 0 时 ,t= 二 0; 当 zz 二 V2 时 ,1 2 于 是 
VE A Ty 
| V2 一 她 dz 一 下 V2 一 2 sinzf。V2costdt 一 2 cosztdt = 下 十 eos2D) 出 一 至 十 | 人 
0 0 0 o 0 
(2) 设 f= sint,; 则 dz 二 costidi, 当 z= 0 时 ,1 二 0; 当 z= 二 1 时 ,t 二 于 是 
1 x 要 EE 
| 2 | 和 | 1 一 cos47 11 sin4t|2 Ly 
已 v= F Sin2zt cos’tdt 于 |。sin 21dt 让， 了 dt 8 ( 5 i ) 16 


(3) 设 z= 二 tant,; 则 dz 二 sec?tdi, 当 zz 二 1 时 ,t 下; 当 之 V3 时 ,1 3 于 是 


dz 下 secz 下 sect gy 下 cost gy 上 dsint 


1 
至 tan tsect 至 tan 对 sinz 对 sin sint 


3 
(9D 设 1== V5 一 经 , 则 z= 二 3 全 ,dr 一 一 地, 当 z= 一 1 时 ,1 二 3: 当 二 1 时 ,1 二 1, 于 是 


! zdzr T i t | 1 了 26 1 
| = | 2) C3 (10 g ,) 于 (1 3 ) 6- 


5.4 课 后 习题 解答 个 


二 
(5) 令 := V 玉 和 了 , 则 Zz 一 人 二 ,dz 一 4di; 当 z 一 0 时 ,1 一 1; 当 xz 一 4 时 ,1 一 3. 从 而 
hd 
4 3 3 3 
| 2 [ C tdt 了 | +3)d — 二 (二 2 二 3] 
pe 1 t 2J 2\3 1 
27 1 22 
= 9 二 地 3 Y 
sl ss) (ss 
(6) 『 cos! zxsinrdz =-- cos'zrdcosz 一 一 三 cos5sz | = 
0 0 5 0 5 
fea —— | er lo) -la_e) 
0 2Jo 2 2 
tay | Hg = | a+mnodnz= (me | 3. 
[1 1 2 
(9) 因为 Vsinzz 一 sintz 一 | cosz | sinz, 所 以 
『 Vsin x— sin rdr= | | cosz | sinzdz = | coszsinzdz —[ coszsinrdz 
0 0 0 至 
= [sinzdsine —[ sinzdsinz 1 sinz| sinzz| 取 
0 至 2 0 2 到 
dz T edz 1 de ) _ Ey x 
Go) 上 | Fe TTF er 5 二 arctan(er ) arctane— 
ze ， Z 之 0 本 
2. 设 f(x) 一 1 求 | f(z— 2)dz. 
+ —l<zr<0, 
1 十 cosz 
解 设 : 一 zx 一 2, 则 dt 一 dz, 于 是 
ci = | 『 -2 | 1 1 1 上 oe 2 
re 2)dz | mod 人 Rt oe dt i dt 二 | 2 ) 2 全 
cos 本 
1 t es 4 ba 答 .‖| 多 ) We 1 a 
人 d( 亏 ) De tan 7 国 De 1) tan -了 De 二 到， 
3. 利用 函数 的 奇偶 性 计算 下 列 定 积 分 : 
5 x sin’z a hh Carcsinz)2 | 
(gD) 昌 Tar ti (2) /I= 一 -一 dr; 
(3) he (4) 在 十 EE dy 
= 1+ Vi—z -2 2 十 工 
解 (1) 因为 被 积 函 数 为 奇 函 数 ,并 且 积 分 区 间 为 对 称 区 间 , 所 以 积分 的 值 为 0. 
各 1 二 
2 (arcsinz)’ EE (Carcsinz)3 2 Ee 
(2) | Cssine dz 2 (arcsinr)zdarcs 2. s 
本 VE 工 次 arcsinT larcsinz7 3 3 (arcsin 2 | 
三 得 二 让 二 囊 
3 ( 6 ) 324 
十 wooay [ 二 下 XCOsT |. 
(3) 村 dz 一 4 dr 
-711+ Vi 一 还 二 1 十 Vi—z 2 1+ Vi—z ° 1+ ViI—z 


1 
4 
0 


三 和 (一 全 全 4 记 


六 三 CAE 
ES 


1 
| (= vl— x dz 
0 
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jel f 工 PE [|z| 人 Ed 
‘|, 2 x er i 2 o 2 十 好 
2 
一 ln(2 十 z2)| = In6— In2 = ln3. 


4. 计算 下 列 定 积分 : 


于 ee 1 
《1 让 x?sinrdr ‘| zlnrdzr; 《3) | Zzarctanrdr; 
0 1 0 


of Tg 
解 (1) 由 分 部 积分 公式 得 


下 x?sinrdz 一 Piz d(— cosr) = zx’(— cosz) 
0 0 


再 用 一 次 分 部 积分 公式 得 


(6) 站 | ne | dt (7) [Er 


二 | cosrd(z’) 一 2 
0 0 0 


让 
(4) arcsinrdz; 
o 


eal EE re 


Zcosrdr. 


[zcoszdz = acsinz) xsinz| [sinzdz 亚 十 cosz| Tl, 
o o 0 o 2 0 2 
从 而 EE zsinzrdz 一 下 Zcoszdr = x—2. 
0 0 
eo | 。 区 e 1 二 各 1 @ 1 xl: 
(2) xlnzds J ma( 扎 ) ds .i ne 
e e2 下 ee ，1 
归 
dz 
(3) 令 & = arcsinz,duo 一 dz, 则 du 泌 一 ,于 是 
Vli—z 
1 1 1 1 
到 ， a zdr + 和 2 
[ arcsinrdz 一 (Zrarcsinz) ， I = 下 让 l= 
1 
a: 二 下 
12t (vi—x*) 2! 
ow | dr=| d a | 二 到 | 二 人 
rarctanz' arctanz ( ) 2 arctanr| — F), T+ 
i i 1 x ' 
和 
2 x 4 5 | I 十 jd 8 zl arctanz) ， 
by Eo 开 区 1 
i 
至 xzdzr 1 到 | 
G 上 车 | py (zum 1 tanzde) 
i Co 业 ，- 刘 x ln2 
FX 有 + 吉 In|eosz| 8 t+an 人 万 lnl 8 a 
上 1 ee 1 e 
oa | Inz | de 一 | md+| lntdz =— (tnt—D| ,+iunt | 一 2 一 2e 
过 兰 1 党 . 


(7) | sin(lnz)dz = zsin(lnz) | 
1 


—[ zeoslne) d= zsin(lnz) | 
1 1 EE 


1 
= esin]l 一 zcos(lnz) 


故 [ sin(lnz)dz = 到 (Cesinl 一 Econl 十 了。 
4 


—| sosanadr 
1 


一 | sandnmydr 一 esinl 一 ecosl 十 1 一 sacnadr， 
1 1 


5.4 课 后 习题 解答 人 


1 pe 上 一 ee dz er | 
‘| J pa La Ee ,+t sd 人 ee ) 
e” 【2 
| I ti | | 2 a 


5. 已 知 /(x) 连续 且 满 足 方程 f(x) = ze 一 十 中 Fodz 求 JCz). 
1 1 1 iL 1 
解 ” 对 方程 f(x) = ze 十 2 fa 两 边 积 分 ,得 | 7Cz)dz 竺 [zedet 2 ear fende 罕 
1—2e 十 中 fede) rcodz 一 2e 1 一 1, 于 是 F(z) = ze 十 4e 1 一 2.。 


6. 设 f(z) 在 [4,5] 上 连续 ,证 明 | f(z)dz = Go flat Gr]de. 
证 明 设 z=a 十 (0 一 ai 则 dz 一 (一 a)dr. 当 = 时, 一 0; 当 z 一 0 时 注 一 1. 于 是 


0 1 和 1 
[evar |rre+e a)t](0 一 ad 一 (0 of 和 [ae 十 (一 at]d 一 (0 of J[a 十 (一 az]dz. 
并 0 0 0 


1 1 
7. 证 明 ， | me(1 一 Zz)"dz = | ol—w)"dr, 
0 0 


证 明 设 z==1 一 t, 则 dz di,; 当 工 = 二 0 时 ,1 = 二 1; 当 z= 二 1 时 ,t = 0. 于 是 


3 0 1 1 
[ ol ods 下 Ce) | (1—D""dt= | wd 
o 0 


8. 证 明 | -si a) ses 一 dz. 并 求 出 积分 值 。 
0 Sinz 十 cos 0 sinz 十 coszZ 
， 授 一 法 sinix = cosst 三 :让 cos’t 
征明 “学 2 4 则 |。 0 sinz 十 ee 圣 sint 十 ed o sint 十 ed 
设 a 站 i dz, 则 2a 一 下 i 在 os 2 一 皮 sin’z— 二 sii2z 丰 cosi:z |dzr = T— , 故 
0 Sinz 十 cosZ 0 Sinz 十 cos 0 2 2 
i 1 
4 


9. 车 /(0 连续 有 为 坷 函数 ,证 明 | /Cdt 是 偶 函 数 ; 车 (1) 连续 且 为 偶 丽 数 ,证 明 | /Co)dy 是 奇 丽 数 . 


证 明 设 FCe) =| Ddr 则 FF( z) roe 二 — [yc WwW) (— du) [i u) du. 


又 因为 /(x) 为 奇 函 数 ,所 以 (一 za) = 一 (ww) .因此 FF( 一 xz) [povan [oa F(x) ,BT F(z) 
是 偶 函 数 . 
若 F(z) 为 偶 函 数 , 所 以 /( 一 习 = /G0) .因此 FF( 一 xz) [ovau = | rou= FCz), 即 F(z) 
是 奇 函 数 . 
10. 车 产 (z) 在 [0,x] 上 连续 ,f(0) 二 2,/(x)== 1, 证 明 : [t+ ra) heiiadw = 注 
证 明 因为 
站 rapsnrdz= aaarcn 三 (=f eedr =— | fC)eosrdz 


一 | coszd/f(z) 一 roeosz| 一 | rcosinzdz = f(D) + f(0) 一 | fonsinzdr 
Ce i 
=1 +2—[ /Csinzdr 一 3 一 | /Csinzdr, 

所 6 


所 以 | [FOOD 4 C2) einzdz = 名 
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提高 题 
1 [Ginzt Vr zr )dr= - 


x 3 

解 | (sinzt Vr —zr )dr z_ Vi—zrdr=2. - “Aner 字 故 应 填 扎 . 
4 1 

本 I 人 


解 广 工 一 一 上 攻 dt 
了 (1 十 mE 工 dz=—dt J-# (1+e') cost" 


让 J ee 
一 时 a i 于 ee )cos? 工 GT Se -#4 (1 二 +e')cos:z 


| 
| sdzr = 2tanz 2， 
cos 0 
4 1 
即 | 一 二 -dz 一 1. 故 应 填 1 
-和 (1l 十 @*) cos’z 
| sin2o16 工 六 
o sin2016z 十 cos2016 工 
| A 
解 设 了 一 了 一 汪 则 dz = 一 ,于 是 
I= 人 Sin2016 本 人 cos20167 (a) | Cos2016 并 
0 sinz0 6 十 cos2016 并 -各 Cos 十 sin 0 cos2016 工 十 sin zr 
至 jn2016 竖 2016 7 至 
3 2 COs 2 by 
21= 全 i zo15 7 dr + | 2016 - zo15 dz 一 | d= 
vn 0 cos" z+ Sin? zr 0 2 


于 是 = 于 , 故 应 填 子 . 


4. 设 连续 非 负 函数 满足 /(z)/( 一 zx) = 1( 一 c <xz< 十 co)， 巴 | 1 jd 
cost i sa "con(=0) Se 到 f(Deost 
解 上 Te 尼 本 户 I ds 1 
Re 
至 f(x)cost,. 
J PY 
全 cosz rf eos [至 f(x)cosz 1 伟 [1+ f(x)Jcosr,. 
li FFEFD 3 li re +, Te | #|, a 
1 [ 主 Ne 
§| ;ceosedz 2 "Sinr| 。 二 
故 应 填 1. 
5. 设 函 数 f(x) 连续 , 且 f(0) = 了/(0) = 0, 记 
上 [roa]w z< 和 0， 
0 0 
F(x) 一 


_InL1 牛 JIx 二 Dd x>0 
求 所 (x) 及 FF(0). 
解 当 z 二 0 时 ,F(z) = [coasy > 之 0 时 , 令 z 研 工 十 与 则 Fa) 三 fmn 十 f(D jdu, 故 得 
F(z) = In[1+ f(x)]. 


5.4 课 后 习题 解答 全 


ca fal fd 
由 于 FF C0) = in EOEOO) jn J lim| fd = 0， 
0 I 0 并 0 
要 [NE 
F'; (0) = lim ECz) = 了 (0) = lim 2 - inlitle fTY = OY = 06; 
z=0t 3 z=0t z=0t 
所 以 已 (0) 王 0, 从 而 
[oa z<0, 
lg 
oy z 一 0， 
ln[1l+ f(zx)], zxz>0. 
由 于 
a [WE 
F_(0) = lim EHO-—FO jm = lim /f(x) = 0， 
0 m0 End 
及 (0) = lim F(z)—F(0) _ lim InLL 士 fCz)] jm Kez) jm KZ) 一 FCO) - Po =0, 
0 z=0t I z=0t TI z=0+ 工 
所 以 FF?(0) = 0， 
i dy 
6, 设 函数 /(x) = [ 由 (> 0) , 则 f(x) /( 人 
和 
站 ln 一 
区 FF lnz u 『 u 1 = lnu [ln 
/s)he ie 
uw u 
1 『 Int 『 fs 一 
f(x) (3 rr er 
故 应 填 0. 
Vri—tedt 
7. 求 lim 一 一 一 一 一 . 
rz-0t Vr 
Vr—itedt Pe (a 1 Ee 2 
解 lim 一 lim - 一 lim “1 = 二 . 
xz 叶 Vr zr-0t zi 0 -3 3 


8. 如 图 5-10 所 示 ,曲线 C 的 方程 为 y 二 f(x), 点 (3.2) 是 它 的 一 个 拐点 ,直线 4 与 2 分 别 是 曲线 C 在 
点 (0,0) 与 (3,2) 处 的 切线 ,其 交点 为 (2,4). 设 函数 FCz) 具有 三 阶 连 


续 导数 ,计算 定 积分 | (十 必 /Cz)dz. 


解 ”由 题 设 图 形 知 /(0) = 0,f(0) = 2;f/(3) 一 2. 太 (3) 2， 
了 (3) 一 0. 故 


EE 3 
| (z+z)f (rz)dr = | (zz 十 z)dP(z) 
0 0 


yh 


(z+zx)f (x) 


3 3 
-| f(z) 27r+ Ddr 
0 0 


站 


3 
=-| (2zr+ Ddf (zx) 
o 


— (2z+ Df (zx) 


3 3 
二 | fr) 2dz 
0 


= 16 二 2[f(3)— f(0)] = 20. 
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解 因为 f(x) = sinsz 的 周期 为 x, 所 以 


a Bs 时 党 | 25 
上 sinszdz 一 1 sin’ xdz 一 wf: sin5zdz = 10X 2| sinszdz = 20X x x ※ 过 T。 
各 至 -各 0 6 4 2 2 8 

故 应 填 ; 罕 x 


(mt Dn sin 让 更 
10. 设 a, = i den 为 正 整数 ,证 明 : (1) | aol 一 | a, |; (2) lima, 三 沪 


(rt Dx ei . 1 
证 明 令 工 = nx 十 1, 得 a， | Smzdz = (— 1)" SE 
a 0 7 区 十 二 
sint < _sint 本 
CD en I= mr 二 ls 


3 ol= 玫 汇丰 于 = 二 ,由 夹道 准则 得 lima, 二 0， 
onnxtt 0 


11. 设 f(z) ep 二 0,f(a) 二 6,f(z) 与 g(x) 互 为 反 函 数 , 证 明 : 
[wart hcnar eh 


4 f0) 
证 明 设 F(7) [EE + | g(xz)dr—itf(t), 则 FC(0) 一 0， 


FD)= f+gFOIF DT— ADT = D+ (GD 一 Go 一 tr = 0, 
所 以 F(t) 圭 C=F(0)=0. 
取 1=a, 得 


四 Fo) a b 
F(a) = [rewar+th g(Cz)dz 一 ar(a) 一 0， 即 | Codz 十 | scodz = ab. 
12. 已 知 /CD 在 [0. 泽 | 上 连续 ， 在 ( 9, 到 天 内 是 函数 了 全 的 一 个 原 函 数 ,7(0) 一 0. 
(1) 求 A(z) 在 区 间 [0: 泽 ] 上 的 平均 值 ， 


(2) 证 明 /CD 在 区 间 (0 学 内 存在 唯一 一 零点 . 


DD = | 4， 
= 


0 2 
机 
FFCz)dz 。 i . 
- 0 cost 2 be cost 。 | | 2*  。_cOSZ 
Pe 了 "(La 有 本 | ey ee pt et ] 
2 


2 [3 让 cosZ 4 让 .OsT 7 3 站 光 
3 | 27z— 3 Jo *"2r—3x =] | i EE +] 


a ( ) i 径 
(2) GD<oze (0 各) ,Aco>oze (到 到) ,从 而 f(z 在 (0， 吾 ) 内 单调 递 大， 在 (到 , 深 ) 内 


单调 递增 ,注意 7(0)=0, 则 /( 吝 )<0， 


3 上 3 
2 cost 2 cost cost 2 cost 2 Cost 1 
| Er | 3 +t 3 > et | 于 有 和 > 


/CD 在 (0, 瑟 ) 内 单调 递减 , 则 f(z) 在 (0, 号) 内 无 零点 ,f(z) 在 ( 瑟 , 汉 内 单调 递增 , 则 /x) 在 


5.4 课 后 习题 解答 人 


(要 , 深 ) 内 有 唯一 零点 ,从 而 /CD 在 0, 于) 内 有 叭 一 零点 . 


习题 5.5 
1. 判断 反常 积分 的 敛 散 性 : 
+ 1 六 半 
(1) drs C2 dzr; (3) sinrdzr; (4) dz 
1 o ~ It 
i 人 S ee | 村， | lnx 
rp ee 0 
工 - 下 
(9) 人 本 (10) - dr 


Ls 
解 of 一 


| a | 
一 二, 故 反常 积分 | ”去 dz 收 人 
1 1 v 


+ 6 He He 
(2) edz 一 lim | edr= lim (1 一 e) 一 1 或 | edr=—e™ 一 0 一 (一 1) 一 1, 故 收敛 . 
0 b=+oo 0 bt 0 0 
6 6 
(3) 对 任意 5 之 0,| sinzdz =— cosr| 一 一 cos 十 (cos0) = 1— cosb. 
o o 
HH 
因为 lim (1 一 cosb) 不 存在 , 故 由 定义 知 反 常 积分 | ”sinzdz 发 散 . 
0 x 0 0 
e i Ne ~ 
wh Ted = nte)| In2, 故 反常 积分 | 7 收 全 . 
| Ce+D| 一 = 故 收 
(5) er 去 二 1 二 1 (zz 十 1) = arctan(z+1) Le 收敛. 
1 辕 1 工 本 工 于 1 
‘© Tr | (= I ) In 二 |， 到 In2, 故 收敛 ， 


1 1 1 1 1 [9 
Dh Tao] act) Lar,m] Taz ina| = 所 以 | 工 dz 发 散 , 即 | 二 dz 发 散 
= x 这 ox ox 0 ox -1 立 


1 加 1 四 
(8) 因为 | 中 了 | 人 上 


一 ,从 而 | qx 发 散 . 


2 
fe 1 = 
(9) 因为 | 让 专业 1h Td! ED 1—z 1 从 而 | 寺 dz 收 敛 ， 
(10) 四 为 | Bidz 站 | ,从 而 | 1 _dz 发 散 . 
COS 工 0 COS 工 0 -到 COS 工 
2 ea (HE) = | te'dt, 求 常数 a. 
解 | = Ge=ej| .=a= Dl < i i) @, 由 e (aD) =e, 
一 = 一 = = E23 Tc 证 
解 得 a = 2. 
3。 当 4 为 何 值 时 ， 反常 积分 |” - 一 二 一 x 收敛 ? 当 #4 为何 值 时 .该 反常 积分 发 散 ? 
iy + d(lnz) 1 waa | 
解 | a 2 (lnz)”* Tp 2 
当 1 = 之 05 即 4 二 1 时 .| 二 全 一 oo; 
dr 


当 1 一 X= 二 0, 即 4 1 时 ,| 


+ 
ln| lnz| | 一 十 coj; 
工 lnr 2 


_ (nD) 


当 1—4<0, 妈 4> 1 时 ,| = 人 Ey = 
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故 当 4 过 1 时 ,反常 积分 | ”一直 发 散 , 当 》 > 1 时, 反 党 积分 | ”de 收 全 
> arctanz 
4 计算 | ”endz. 
Tarctan = 三 要 3 | 1 
解 [ a 村 天 一 aretanzd[ 去 Laretanz | +t] FJdz 
3 ta 本 部 A 1 zz | 区 1 
+ (= 去 ) 在 才 汉 全 二 下 
提高 
+” ln(1 十 z) 
和 
, 1 ja | | 
解 ” 原 式 人 InG +z)d( 二 | Ti) 0+) ,+ a 
1 +” 
0 二 | 二 = 
故 应 填 1 
i ee 
:上 二 二 iu 
区 过 z+1|’ 1 /i ARN 3 
解 原 式 一 I CTT i | 3 (3 有 3)= 8 故 应 填 证 下. 
习题 5.6 
1. 求 下 列 曲 线 所 围 图形 的 面积 : 
(1)y= 8 一 2x? 与 y= 0; (2) y 一 \z 与 y 一 2 
(3) y=z 与 y= 2z 十 3; (Dy 一 士 ,y 一 z 与 + 一 2 
(5) y 二 Inz,y 轴 与 y = lna,y 一 ln 二 4a 二 0); (6) y 一 e,y 一 ce 与 rz 一 1. 
2 2 
解 CD) 而 草图 (如 图 5-11Ce) 所 示 ).A 一 2| (8 一 275)dr 一 2 (16 x ) 32 一 二 X8 色 
。 o 
(a) (b) 
图 5-11 
本 到 机 pi | 
(2) 画 草 图 (如 图 5-11(b) 所 示 ). A Les xz)dr (a 2) ,= 村 一 卫 一 二 
(3) 画 草 图 (如 图 5-12(a) 所 示 ). 
= i | a 1 2 
一 z+3—zx)dr=z| 十 3X4 x 8 十 12 X28 = 半 . 
a 误 Ss 3 3 
2 2 2 
(4) 夯 草 图 (如 图 5-12(b) 所 示 ). A (> 二 )d 到 村 去 3 一重 加 
1 多 2 |: 1 2 


5.4 课 后 习题 解答 全 


(a) (b) 


图 5-12 
nb lnb 
(5) 画 草 图 (如 图 5-13(a) 所 示 ). A [ edy | elw 一 em 一 0 一 a。 
me lna 
了 yh J=e* 
Inb 3=Inx 
Ina -e™ 
一 
O x 0 x 
(a) (b) 
图 5-13 
1 1 
(6) 画 草 图 (如 图 5-13(b) 所 示 ). A | (ee—e™)dr=e | +e e+e!—2. 
0 o 0 


2. 曲线 y=z? 在 点 (1,1) 处 的 切线 与 zx 一 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ” 画 草图 (如 图 5-14 所 示 ). 
因 y= 二 2zx, 故 二 2, 切 线 方程 为 y 一 1==2(zx 一 1), 即 y==2zx 一 1. 


一 2z 一 1 
由 人 ，, 解 得 交点 为 (十 ,一 去 ) ,1.1). 故 


4- 户 ( 呈 -”)u= 人生 + 芝 -二 ) 
3. 求 下 列 极 坐标 表示 的 曲线 所 围 图 形 的 面积 : 
(1) r 一 2acos0; (2) r 一 2a(2 十 cos0); 

(3) r 一 3cosb 与 > 王 1 十 cosg 所 围 图 形 的 公共 部 分 . 
解 (1) 画 草图 (如 图 5-15(a) 所 示 ) . 


9 
坟 16 


up 2 (有 Fs 


二 2 1 (2acosb)2d0 一 4 coszgdg 4 am 
。 2 二 次 


(2) 画 草 图 (如 图 5-15(b) 所 示 ). 
A= 2| 一 [2a(2 十 cosg)?db 一 da | (4+ tcosg 上 ecosz0)d0 三 4 (4+4e0s0+ ja 
5 5 


S 第 5 章 定 积分 及 其 应 用 


(3) 画 草 图 (如 图 5-15(c) 所 示 ). 


A a(j: 3 (1 十 cosb)2d0 二 人 3 (3cos0)"d0) 一 | 2cosb 十 cos20)d0 十 of cos’0d0 
0 可 0 晤 


各 1 十 cos20 上 1 十 cos20 
| (1+2e0w0 + He )ao to] Sean 


a x ,sin20|§ ，9 /x x ,sin20 | 5r 
= 0 | 4 el FE :) F 
4. 求 下 列 已 知 曲 线 所 围 成 的 图 形 , 按 指定 的 轴 旋 转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 : 
(1) > 一 2 人 zz 一 昂 , 分 别 绕 工 轴 、y 轴 ， (2) y= 二 工 ,x 二 2,y = 二 0, 分 别 绕 z 轴 ,yy 轴 ; 


(3) y 一 zz 一 2,7y 一 士 ,分别 绕 工 办,y 轴 ; (4) y= 0,z 一 杰 疯 二 sinzr ,分 别 绕 工 轴 、y 轴 . 


解 (1) 画 草 图 (如 图 5-16(a) 所 示 ). 


1 1 1 1 3 
V: = | WD’dr—| x (zz)zdz 一 3， V,= | x Wrdy—| nT(y)dy= 
0 9 10 0 0 10 
2 2 了 ja 
Ww y 
wy J=sinx 
= 二 
O O 2 2 区 
7 0 EE 
(a) (b) (©) 


图 5-16 

(2) 画 草 图 (如 图 5-16(b) 所 示 ). 
2 

V-。 -| Rd = 了 8 
0 

(3) 草图 如 前 面 图 5-12(b) 所 示 . 


了 | cord | ( ) 


8 
V,=x2:X8 [| x Hy) dy = 32x 3 X32x= 5™ 
o 


.i go | 1 『 。 
dz 6 ， Vy T2 XT 3 (5) 由 1 dy 工 。 


5.4 课 后 习题 解答 人 


要 2 
(4) 画 草 图 (如 图 5-16(c) 所 示 ). Vs 一 | x Gsinz)*dz 一 | zx 二 sos2zdz 一 工 ， 
2 4 
o 0 
nx? ' nm 1 1 
V,=x(=) x :| x (arcsiny)’dy = 一 一 xy (arcsiny)’ + 中 yarcsiny dy = 2r 
2 0 4 o o = 


车 对 zz 积分 , 则 有 V, 二 2r| fd = 2x| zsinedz = 2x. 
5. 计算 由 摆 线 x 二 a(t 一 sinf),y 二 a(1 一 cost) 的 一 拱 , 直 线 y==0 所 围 成 的 图 形 分 别 绕 工 轴 和 y 轴 旋 转 


而 成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 ” 夯 草图 (如 图 5-17 所 示 ) . 按 旋转 体 的 体积 公式 ,所 述 图 形 绕 zx 轴 旋 转 成 旋转 体 的 体积 为 


‘2a 2x 2x 
二 | ny (zr)dr | a2(] 一 cost)2a(] — cosD) dt ao (1 一 3cost 十 3cos2t 一 cosist)dt = 5rza3. 
@ 


所 述 图 形 绕 y 轴 旋 转 成 旋转 体 的 体积 可 看 成 是 平面 图 形 OABC 与 OBC( 图 5-17) 分 别 绕 y 轴 旋 转 而 成 旋转 
体 的 体积 之 差 . 因此 所 求 的 体积 为 


2a 2a x 
筷 ,= 上 x ydy—| nx (ydy 一 | az (1— sint)?asintdt — |e (一 sint)2asintdz 


2r 
一 一 | (1 — sint)’sintdt = 6r a’. 
0 


6, 求 以 半径 为 尺 的 圆 为 底 , 平 行 且 等 于 底 圆 直 径 的 线段 为 项 .高 为 /的 正 劈 锥 体 的 体积 . 


2 
c B 
> . : 
0 n 2F x 
图 5-17 图 5-18 
解 如 图 5-18 所 示 , 取 底 圆 所 在 的 平面 为 zxOy 平面 ,圆心 O 为 原点 ,并 使 x 轴 与 正 劈 锥 的 项 平行 , 底 
圆 的 方程 为 xz? 十 y? 三 R?. 


过 z 轴 上 的 点 z( 一 Rxz 壹 R) 作 垂直 于 xz 轴 的 平面 , 截 正 劈 锥 体 得 等 腰 三 角形 ,此 截面 的 面积 为 
ACz) 一 去 h "2y 一 h VER 一 过 ,于 是 所 求 正 劈 锥 体 的 体积 为 
V= I A(z)dz = a MVR:— zidzr 一 zp cos’0d0 = xRh, 
Lp 2 
即 正 劈 锥 体 的 体积 等 于 同 底 同 高 的 圆柱 体 体 积 的 一 半 . 
7. 证 明 :由 平面 图 形 0<a 过 x 过 5.0 过 y 过 f(z) 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 为 V 一 2 zf C0)dzx. 


证 明 ”体积 微 元 dV = 2xzf(z)dzr, 故 V = | 2raf ar 一 2 zf (0d. 
提高 题 


1. 设 位 于 曲线 y= 


Vz(l+ln x) 
周 所 得 空间 区 域 的 体积 为 有 


Ce<z 志 十 cc) 下 方 , 工 轴 上 方 的 无 界 区 域 为 G, 则 G 绕 z 轴 旋 转 一 


和 1 by 工 工 Ly 
2 y - 
解 V | ny (zr)dz [ x md x lim (arctanlne 4 ) <( 有 ) 4 
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故 应 填 下 


2. 求 由 曲线 y im 站 ,y 一 0 及 xz 二 1 膨 成 的 平面 图 形 的 面积 . 


0， 之 0， 


三 
解 y= lim TT 下 | -0 故 所 求 面积 为 


一 
1+zx:” 


s- 上 (~ )+) 一 去 
3. 设 S 是 由 曲线 y=x? 与 直线 y=t (0 二 1 二 1) 及 y 轴 所 围 图 形 的 
面积 ,S; 是 由 曲线 y 二 x? 与 直线 y=(0 二 1 二 1) 及 x 二 1 所 围 图 形 的 面 
积 ( 如 图 5-19 所 示 ). 求 :t 取 何 值 时 ,S()==Si 十 S; 取 到 极 小 值 ? 极 小 值 
是 多 少 ? 
解 解法 一 根据 题 意 知 


SC 一 S+S 一 (2 一 ed)+ [zu-2a=-o] 


和 1 
一 28 一 引 =| zedz 十 | zidr, 
0 : 


人 1 
或 S(D) = Si 十 S， -| Ce zdr+| (CE 立 一 人 十 可 , 则 
5 


S'(1) 一 6 妇 一 2 一 绊 一 在 一 4 一 2 一 2(2 一 1), 或 SGD 一 4 一 2 一 24(2t 一 1)。 


令 SC 一 0, 得 在 (0,1) 内 有 驻 点 一 于 
显然 , 当 0<t< 寺 时 ,SCO<0; 当 二 <<1 时 ,So 二 0 或 S 全 ) 一 8X 二 一 2 一 2>>0. 所 以 S(D) 在 


:一 二 处 取得 极 小 值 . 进而 极 小 值 是 


2 
1 
1 1 1 ie | 1 
s() 2X 和 Md a ge | i ¥ pa 
1 ,es ! 
或 s( 志 ) Se 


解法 二 ”根据 题 意 知 
[a 1 站 1 
SCD) = S 十 S， 上 Vydy+ [a £) 人 vody] 1 e+ Vsdy—|, Vydy, 


1 
或 SGD) = Si 十 5, 下 Vsdy+ |,[1 Fly $e 2 十 十 , 则 
4 


S' (tb 一 一 2 十 2 袜 十 22 一 42 一 2 一 21(2 一 1) 或 Sb 一 4 一 2 一 2t(2 一 1)。 
其 余 步 又 同方 法 一 . 
4. 设 直线 y 二 ax 与 抛物 线 y 王 x? 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 S .它们 与 直线 z==1 所 围 成 的 图 形 的 面积 
为 5; ,并且 a 二 1. 试 确定 a 的 值 ,使 S==Si 十 S, 达到 最 小 ,并 求 出 最 小 值 . 
解 夯 草 图 (如 图 5-20Ca)、(b) 所 示 ). 
当 0 一 ao 一 1 时 


多 


S= S++S5: sj Car —z eet) (zx: —ar)dr S$ 3 十 - 让 - i = 
令 S= 必 一 工 =0 得 < 一 二 ‘ms( - )=- osl 谢 )- = 
2 /2 V2 V2 


万 
6 


是 唯一 的 极 小 值 也 即 最 小 值 . 


5.4 课 后 习题 解答 多 


(a) 0<a<1 


图 5-20 


0 1 
s=S+s=) -edz+ cr az )dz 


3 一 一 二 一 十 <0 
1 


所 以 S 单调 减少 , 当 a 二 0 时 ,S 取 最 小 值 ,此 时 SC0) 一 本 
: 当 ， 一 工时 .S 下 县 小 值 Sf -1 一 2 一 2 
综 上 所 述 , 当 a 坟 时 .s 取 最 小 值 s( 壤 ) 3 
5. 设 Di 是 由 抛物 线 y= 二 2x? 和 直线 zx 二 a,z 二 2 及 y 二 0 所 围 成 的 平面 区 域 ;D, 是 由 抛物 线 y 二 2x? 和 

直线 y= 二 0,x 二 a 所 围 成 的 平面 区 域 ,其 中 0<a<2. 

(1) 试 求 Di 绕 工 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 Vi 及 D;, 绕 y 轴 旋 转 


而 成 的 旋转 体 的 体积 Va， 
(2) 问 当 a 为 何 值 时 ,Vi 十 V。 取得 最 大 值 ? 试 求 此 最 大 值 . 


解 ”如 图 5-21 所 示 ， 
(1) 由 题 设 及 旋转 体 体积 公式 ,有 
Vi= | cr:de = 扯 (32 一 4’)， 


2a2 
V，: = ra 。2a2 一 | 六 dy = 2xat 一 ra4 = rat. 
o 
(2) 设 V=Vi 十 Vs 一 怎 (32 一 a5) 十 rat, 令 V' 一 4xa?(1 一 a) 一 0, 得 (0,2) 内 的 唯一 驻 点 a 一 1. 
当 0 过 a 过 1 时 ,V 0; 当 1<a<2 时 ,V' 一 0. 故 a=1 是 极 大 值 点 , 亦 即 最 大 值 点 ,此 时 Vi 十 V, 取得 最 


大 值 芋 2x . 
6. 设 平 面 图 形 A 由 x 十 y 三 2zx 与 y 壹 工 所 确定 , 求 图 形 A 绕 直线 x 二 2 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 
解 ” 以 y 为 积分 变量 , 它 的 最 大 范围 为 0 三 y 志 1, 在 其 上 固定 一 点 ,过 此 点 作 平行 于 xz 轴 的 平行 线 ,这 


条 平行 线 与 图 形 A 的 两 条 边界 线 x+ 二 y,z+ 二 1 一 V1 一 y 相交 ,它们 与 旋转 轴 之 间 的 距离 分 别 为 2 一 y,2 一 


(1 一 VI 三 ) , 则 所 求 体积 为 
V2 0 VA) 2 2 dy 


有 到 2r 
,| 2 a 


zx 二 : Ee ys 


习题 5.7 
1. 某 企业 生 产 = 吨 产品 时 的 边际 成 本 为 C'(z) 一 去 x 十 30( 元 / 吨 ) , 且 固定 成 本 为 900 元 , 试 求 产量 为 
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多 少时 平均 成 本 最 低 ? 
解 ”首先 求 出 成 本 函数 . 


Cy =[ cou+a Fi 60 十 30]d + 900 = -lz? 十 30z 十 900， 
。 ol50 06 


10' 
故 得 平均 成 本 函数 为 C(z) = CCz) = -1 rz 二 30 十 900，E(z) = 一 200, 
3 100 工 100 吕 


令 C' 二 0, 得 xz 二 300(zs 二 一 300 伟 去 ), 因 此 ,CCz) 仅 有 一 个 驻 点 zi 一 300. 再 由 实际 问题 本 身 可 知 
CCz) 有 最 小 值 . 故 当 产量 为 300 吨 时 ,平均 成 本 最 低 . 

2. 已 知 某 产品 生产 工件 时 , 边际 成 本 C(x) 二 0.4zx 一 12( 元 / 件 ) ,固定 成 本 200 元 . (1) 求 其 成 本 函数 . 
(2) 若 此 种 商品 的 售 价 为 20 元 且 可 全 部 售 出 , 求 其 利润 函数 L(x) ,并 求 产量 为 多 少时 所 获得 的 利润 最 大 . 

解 ”由 已 知 条 件 得 C'(z) = 0.4z 一 12,C(0) = 200. 因此 生产 工件 商品 的 总 成 本 为 


Cx) [cou + C00) fa. 4t 一 12)dt 十 200 = 0.2zx? 一 12x 十 200( 元 ). 
E 


销售 收入 为 R(x) 二 20x( 元 ) 

L(z) = R(x) — C(x) = 20x — (0.27’? 一 12z 十 200) = 一 0.2z’ 十 32zx 一 200( 元 ). 

令 L'(z) 0.4z 十 32 二 0, 得 唯一 个 驻 点 z 一 80. 又 忆 (z) 一 一 0.4, 所 以 当 z 一 80 时 所 得 到 的 利润 最 
大 ,最 大 利润 为 L(80) 0.2X 80? 十 32 xX 80 一 200 == 1080 元. 

3. 某 种 商品 的 成 本 函数 C(x) (万 元 ) ,其 边际 成 本 为 C(x) 二 1, 边 际 收益 是 生产 量 xz( 百 台 ) 的 函数 , 即 
R'(z) 二 5 一 +. (1) 求 生产 量 为 多 少时 ,总 利润 最 大 ? (2) 从 利润 量 最 大 的 生产 量 又 生产 了 100 台 , 总 利润 减 
少 了 多 少 

解 (1) 当 R'(z)==C (zx) 时 ,利润 最 大 , 即 当 5 一 z 一 1,z 一 4 时 ,总 利润 最 大 . 

CG) AL 一 | RD [car [es z Dar=|'4 ZX)dr 二 一 0.5, 所 以 总 利润 减少 0.5 万 元 . 


4. 已 知 对 某 商品 的 需求 量 是 价格 P 的 函数 , 且 边 际 需 求 Q CP) = 一 4, 该 商品 的 最 大 需求 量 为 80( 即 
P=0 时 ,Q 二 80), 求 需求 量 与 价格 的 函数 关系 . 
解 ”由 边际 需求 的 不 定 积分 公式 ,可 得 需求 量 
QCP) |@ pap | 4dP 4P 十 C (C 为 积分 常数 ). 


代入 QCP) |p-。 二 80, 得 C= 二 80, 于 是 需求 量 与 价格 的 函数 关系 是 QC(P) 二 一 4P 十 80. 
本 例 也 可 由 变 上 限 的 定 积分 公式 直接 求 得 


Pp Pp 
QCP) | Q (Ddt+ QO) | (一 4)dP 十 80 4 十 80. 
0 0 


提高 题 
1. 若 一 企业 生产 某 产品 的 边际 成 本 是 产量 x 的 函数 C"(z) 一 2ex 和 ,固定 成 本 Co 一 90, 求 总 成 本 函数 ， 


解 由 定 积分 得 CCz) 一 |C'Czydz 二 90 人 


“十 90 一 10e**= 十 80, 于 是 总 成 本 函数 为 CCz) 一 


10e"# 十 80. 
2. 有 一 个 大 型 投资 项 目 ,投资 成 本 为 A 二 10000( 万 元 ) ,投资 年 利率 为 5% ,每 年 的 均匀 收入 率 为 a 二 
2000( 万 元 ) , 求 该 投资 为 无 限期 时 的 纯 收 入 的 贴现 值 (或 称 为 投资 的 资本 价值 ). 
解 ” 由 已 知 条 件 收 入 率 为 a 二 2000( 万 元 ), 年 利率 +r 一 5% , 故 无 限期 的 投资 的 总 收入 的 贴现 值 为 
y= ae dz 一 | 2000@6™ di 一 lim ‘20000*% d= im Sl | 


Lg 元 
= 2000X 0.05 40000( 万 元 )， 


从 而 投资 为 无 限期 时 的 纯 收 入 贴现 值 为 


5.4 课 后 习题 解答 多 


及 一 y 一 A = 40000 一 10000 = 30000( 万 元 ) = 3 亿 元 . 


总 复习 题 5 
1. 填空 题 
3 1 2 
G) 设 Gz) 为 连续 函数 , 则 | 7Cz)dz 二 | Code 二 | rod = 


[ sin2tdt 
(2) lm = 
re0 工 


(3) 西数 P(x) 一 | (1 一 In)dz(z > 0 的 递减 区 间 为 . 
(4) 已 知 | f(z) dz = 0, 则 | af’ Ce) 于 
(5) 设 lim (x) 二 1, a 为 常数 ， lim | / Cr)de 

十 co ov 此 


解 (1) 0; (2) 二， (3) [ef ,十 co); (4) 一 1; (5) a. 


2. 选择 题 
(1) 在 下 列 积分 中 ,其 值 为 0 的 是 ( ). 
A 上 | sin2z | dz 也 | cos2zdz 起 | rsinrdzr D 上 sin2zd7 
| 本 cos2: | Ts | 


(2) 设 f(z) 在 [a,b] 上 非 负 ,在 (a,6) 内 (x) 0, 广 (zx) 二 0.n 1/706) + f(a)],l = 
Preah 三 (5 一 a)f(5);, 则 了 荆 ,I ,1 的 大 小 关系 为 ( 六 

A.n<h<l B. Lh<l<l Chi<h<L A a a 
(3) 设 @(z) 一 | sin(z 一 站 de. 则 (zx) 等 于 (  )， 

A. cost B. 一 sinr C. sinr D. 0 
(4) 定 积分 | za (er 一 se= )dz 的 值 为 ( 尖 

i 了 
A. 0 B. 2002!(* 一 二 ) & 2003! (e— 志 ) Dy 2001! (一 去) 


(5) 设 f(x)= sine dr,g (x)= 如 十 zt, 则 当 z 一 0 时 ,f(z) 是 g (z) 的 ( ””) 无 穷 小 量 . 


A. 等 价 B. 同 阶 但 非 等 价 C. 高 阶 D. 低 阶 
解 (1) D; (2) D; Ca) Cs (4) A; (5)B. 
3. 求 极限 : 


A n J i 
GD im? a 00 a [1 
2 


| ed 


C3 i 之 [三 rod 其 中 f(z) 连续 ; (4) lim “= 
maT— aJa 0 er 一 
4 n A 1 1 下 1 es | | Vax 
六 了 ne 3 吉 光 i (2) 站 三 有 启 arctanyiz so 9 
n 
nn E 1 1 
2) lim LD, /i+ | Td | 
| n 0 3 0 3 
。 (a ou) [at fn) 
9 ls Ei |/ lim (z=a)” ls 1 of 
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4 估计 积分 | ”samedz 的 值 . 


ZcosT— sint cosz(Z 一 tanz) 


解 f(z) re [二 | AD 这 3 Et 


f(z) 在 [二 过] 上 单调 下 降 , 故 区 问 端点 即 为 极 值 点 、 


M f( 至 ) 2 f( 取 ) 三 ,因为 6 a 亚 于 ,所 以 


2 .天 二 信 sinrdr< 2V2 .x, 即 
nm 4 和 圣 工 3 4 


5. 求 下 列 函数 的 导数 : 
(1) 是 mc 一 orde (2) 是 [ee 一 这)dt, 其 中 f(x) 是 连续 函数 ， 


0 
解 (1) 设 w= 一 4, 则 du dz sin (zr—1)*dt 一 | sinw? dx , 故 
0 = 


d a sinwidu) 


dr 


= sinz’. 


2 sin (zx— Dd 
o 


I 0 2 
(2) 设 w== 谨 一 户 , 则 du —— 2qr,| fC 0)d i, evan | fQDdu, 故 
5 


a /Cdu) 
2 dr 


a -2 2 加 2 
a oT Ld wf hs 


2 0 
6. 设 函 数 y = y(Cz) 由 方程 | ed 十 | cost?dt 一 0 所 确定 , 求 下 


解 在 方程 两 连同 时 对 求 导 得 业 (| cd) 二 是 (| sed)= 
二 (| dr)+ 臣 (cosr di) 一 0 于 是 


(few): +(e)=0 


dy lo dr dz 
2 2 
即 er (2y)。 科 十 (一 cosx?) = 0, 故 虹 一 宇 cosz (y 天 0). 
dz dz 2y 


2 0+) 

7. 设 f(z) 连续 且 满足 | f(Ddt = xz, 求 f(2). 

2 (1H) 

解 把 | f(D dt = 工 两 边 对 工 求 导 得 A(zz(1 十 z))(2z 十 3z2) 二 1 

令 z 二 1 得 f(2)(2 十 3) = 1, 即 F(2) 一 于 
2 1 

8. 已 知 f(x)= x 一 z| rodz+2 rcodz 求 Fl 

解 ” 原 等 式 两 端 分 别 从 0 到 1 和 从 0 到 2 积分 得 (注意 | end] fede 是 常数 ) 


1 1 2 1 
| f(r)dr -| vdz 一 | TZdr。 | lds 2| f(r)dr, 
0 0 0 0 0 


| 一 [zar—| zde * [pwdrt 4 fw, 
即 


y 上 4 1 2 2 1 
| cwar = | fzdr+2l fads [car = 名 = Codz 十 二 FO 
5 区 a 


5.4 课 后 习题 解答 人 


从 以 上 两 式 可 解 得 | reod - | fa - A 


9. 设 F(z) 一 [ear E (一 局, 十 oo), 求 曲线 y 一 F(z) 在 拐点 处 的 切线 方程 


解 (7) 过 ,F(z) 二 ze 于, 令 P=0 得 拐点 (0,0), 从 而 得 切线 笑 率 为 二 1, 切 线 方程 为 y==z. 
10. 设 f(z) 和 g(xz) 均 为 [a,5] 上 的 连续 函数 ,证 明 : 至 少 存在 一 点 EE (a,b) ,使 


b * 
/ce| g(x)dr = ac®| f(r)dzr. 
二 a 
证 明 设 FCz) 一 [WA . Tecoary F(z) 在 [a,b] 上 连续 ,F(zx) 在 (a,6b) 内 可 导 , 且 
b Wk 
Fa) = BO 三 0 Fy = es] gd 一 sc fDi. 
由 风 尔 定理 ,存在 8€ (a.6) ,有 F'(8)==0, /| scodz = se| fdr. 


[ya 
11. 设 f(z) 在 (一 ,十 中) 内 连续 且 f(x) 二 0. 证 明 函 数 F(z) 一 Pr 内 为 单调 增 
fd 


加 函数 . 
证 明 ”因为 是 [oreod = za1CD ,是 | reod 二 f(x), 所 以 


a OF fa fn wa fH Da 


Pe (ou) (ro 


因为 F(z) 二 0(Cz 二 0) ,所 以 | fOr 二 0, 同 理 | (x 一 D/CDd 二 0, 故 得 已 (z) 二 0(z 二 0), 即 FOz) 


在 (0, 十 <=) 内 为 单调 增加 函数 . 
12. 求 下 列 定 积分 : 


a 3 dr G) SI。 oa) | DG 十 并) 
(1) | eines sin’ x)dr; (2) Pr ey 3) A 2z dr; 4) ,2 一 Dd . 


解 CD | cimz ia) de | ] 一 srdz | | cos! z)deosz 
5 


rr sin2r|”, cosry|”™ 区 4 
2 要 5 +( - 3 ) 人 
人 dzr *_ dyr 2 
2» | 2| = x 
oo (1+z)Vr ° 1+ Vn)’ 3 


(3) 设 工 二 2sint, 则 dz = 2costdt, 于 是 
原 式 = 上 /Dod o deb = 8 下 6 = sval’ 一 一 一 
= 0 0 


™ , sin2t 
a op 


,) V2Z(r 十 2) 
。 


网 ah ag -=natnd(s i)- [natD 元 二 ] 


1 ' 1 
o do (1+z)(2—z) 


1 十 z| | 
a= 


3 


1f 7 1 和 
ln2 Hh (+s) ln2 一 二 Im 


0 


i i 1 
ln2 一 本 (到 ln 二 ln2. 
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13. 设 | 沁 cosz dy 全 求 | sinzcosz 


c+ 2)* 1 
光 
I 二 也 F 
2 sinrcosz 2 sin2z 2 | 二 sint dt 1 |* sint 
解 | TI 让 尝 和 = TI 2 三 让 了 一 3 十 2 
2 


二 | 1 1 [—cost 上 cost 
es [| 8 rsd 
一 工 1 二 

本 二 人 全 4 


14. 设 /(z) 在 [0,2a] 上 和 连续, 则 | f(x)dr= | tf)+ /faz) dz. 


证 明 六 reodz [reat | /de 二 2a 一; 则 dz = 一 du, 于 是 


[peae rez u) du rez 工 )dz， 


2a a 
故 | f(x)dr= | [f(x)+ fF(2a = 2)]1dx. 


1 1 


证 明 令 z 一 士 , 则 dz 一 一 二 du， 于 是 


下 dr F np" | du 人 = 
zl1+x 有 和 411+w 由 TF 1 1 
< 1 十 证 3 


16. 设 f(z),g(z) 在 区 间 [一 aa](e 之 0) 上 连续 ,g(z) 为 偶 函 数 , 且 [(zx) 满足 条 件 f(x) 十 /( 一 x) 二 A 
(A 为 常数 ). 


(1) 证 明 下 f(z)g(r)dzr = 4| gC)des 
(2) 利用 (1) 结论 计算 定 积分 | 。| sinz | aretaner dz 
TR 


证 明 GD 因为 | JosgCodz= 7CDgCz)dz 十 | CosgCz)dr, 在 上 式 端 第 一 项 中 , 设 x 一 一 


则 dz = 一 dt, 于 是 ls f(a dr [Wx Dg(—0)(— dt) [WW Dg(— dt. 
又 g(xz) 为 偶 函 数 , 所 以 『 JCz)g(z)dz = |rc oscodr， 于 是 
『 f(glr)dz = [一 z)g(z) 十 FCz)g(z)]dz 一 [fz) + fr) g(r)dr = 4| ecodr 
(2) 因为 gCz)= |sinz | 是 偶 函数 , 设 F(z) 一 arctaner , 则 
二 


下 es a a 
h(xz) = f(x) f(— x) = arctaner + arctane h (zr) II TI 二 ew 0 


故 有 h(x) 二 ce 为 常数 ). 令 z==0, 得 h(x) 二 f(x) 十 f( 一 zx) "于 是 


[lsine aretanerdr = |sinr| dr =— sinzdr =— 地 . 
17. 设 (x) 是 以 了 为 周期 的 连续 函数 , 证 明 对 任意 实数 a, 有 | ”7Cz)dz 一 | roar 并 求 


loo0r 
| V1 一 cos2zdz. 


0 


证 明 | ”7codz=| rcodz+| rcodz+| reodr 


5.4 课 后 习题 解答 全 


e+T atT a a a 
对 | fn)dzr, 令 z= 二 1 十 T, 则 dz 二 由 ,于 是 | /wdr=| /at Der=| /oq=| f(x)dzr, 故 
y 村 0 0 0 


[evar 大 Pwart) wat) reodz [ena 


100r 


| 10o| Vasinzdz = 100 YC cosn) | = 200V2. 
0 o o 


18. 设 /(z) 是 以 x 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 : | Ginet za) C7) = | rt a) f(a) de 
证 明 Finet oa) C0) =] Ginet a)f Crdet | Ginet a)f Cz) dr. 
令 z 一 xz 十 w 则 | Gsinet a)f Cr)dr = | sin(rt au) tnt ulf (tu) du 
因为 f(z) 以 x 为 周期 , 所 以 
[| Hr)f (rdr 六 sinut x+ uw) fl du 六 sinr 十 r 十 Zz)JFCz)dz， 


故 


[Ginet a)f Ce) de = cinz+a7codr + jk sinz 十 x 十 z)J(z)dz ex od td 
19. 设 [/(x),g(zx) 都 是 [a,5] 上 的 连续 函数 , 且 g(x) 在 [a,b5] 上 不 变 号 ,证 明 ; 至 少 存在 一 点 & € 
[a.6] ,使 下 列 等 式 成 立 | /CagCz)dz = /Ke | g(x)dz. 这 一 结果 称 为 积分 第 一 中 值 定理 . 
证 明 ”不 妨 设 在 [a,b] 上 g(x) 三 0, 因 为 F(z) 在 [a,b] 上 连续 , 必 有 最 大 值 M, 最 小 值 m, 所 以 
mg(r) f(r)g(r) < Me (x), | scz)dz 之 0, 
b 6b b 
上 式 两 边 积分 得 | mg (zx)dzr < 去 | f(g(r)dr < | Mg Cz)dz, 即 
台 scodz < Pewacnar < M| gcdz. 
b 


四 reogcodz reoscodz 
当 | sczdz > 0 时 ,有 mm 二 = 生 M, 记 二 


* 则 有 mm 三 yy 三 M. 因为 FCz) 


ecwar [ceodz 
[WE 
在 La,b] 上 连续 ,由 介 值 定理 必 有 &€ [a,bj, 使 得 /(&) 一 a 一 /( 自 ,所 以 
g(r)dr 


[WE 一 Ce| gcodr. 
| [co 一 0 时 ,有 g(z) 一 0,zE [ae , 呵 , 于 是 | rcogczdz 二 0, 在 [a,6] 上 任 取 一 点 &, 都 有 
b 1 
[eyedr 一 7e| g (Zr)dz. 
综 上 可 得 | rcopg(adz = (| gCDdr(a 之 8 过 从 . 同 理 可 证 g(x) 之 0 的 情形 . 


i to sin2 工 
20. 已 知 | Sozdz 一 玛 , 求 | DFqz. 
直入 2 o 工 


解 [ 国 so x gy 三 sd 1 ) Sin2 工 
0 I 0 将 


| 2sinrcosz 全 
过 0 


0 


04 加 sin27 dv 2 三 sint 1 dy [和 sinz qi 一 工 
t « 
0 EF 3 | 0 £1 2 o 证: 2 

dz 一 中 
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FE 
21. 判断 积分 吉 sin 二 dz 的 收 全 性 . 


6 


解 ” 原 式 [sin ll 1 ) 


中 [3 人 -号 (3 
lim (eos cos 2 ) 1 
故 收敛 . 
22, 判断 积分 | 此; 世 的 收敛 性 ， 


3 dr 1 dr 3 dr 
解 因为 一 1 为 琢 点 , 则 | (一 1 有 5 世上 + (z 一 1 有 


dz 二 1 1/3 2 3 
3 | et ey 7 3Y2, 


1 本 1 
上 Gm 173 | Y 
Wo dz 3 
所 以 二 此 jw 一 3(1 十 沽 ), 故 收 人 
23. 求 抛物 线 y= 一 x 十 47 一 3 及 其 在 点 (0, 一 3) 和 (3,0) 处 的 切线 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 ” 夯 草图 5-22. 因为 y (0) 二 4,y (3) 2, 有 曲线 在 (0, 一 3) 处 的 切线 方程 为 y 十 3 二 47, 即 y 一 47z 一 3， 
曲线 在 (3,0) 处 的 切线 方程 为 > 一 一 2(z 一 3), 即 > 一 一 2z 十 6. 


3 和 93， 得 两 切线 的 交点 为 [这 ,3), 则 所 求 面积 为 
| > > (Eh ): 光 


3 3 
A= [4z—3—(—z? 十 4z 一 3)]dz++ 上 2z 十 6 一 (一 好 十 4z 一 3)]dz. 
二 


和 市 | 
=| dz t 上 ce 一 ee 十 9)dz = ( 3 ) + (sz 3x +9z) Sp 
24. 求 曲线 y= 一 丰 十 x? 十 2z 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 ” 夯 草图 5-23. A im 六 宇 放 二 ls 区 了 2 十 了 十 2z)dz 一 下 . 
25. 求 位 于 曲线 > 一 e 下 方 ,该 曲线 过 原点 的 切线 的 左 方 以 及 工 轴 上 方 之 间 的 图 形 的 面积 . 


解 画 草 图 5-24. 设 > 一 ex 的 过 原点 的 切线 为 y 二 kz, 切 点 为 A(zoyo). 则 二 y (zo) 二 1: 二 en , 切 
线 为 y= 二 ez. 将 (zoyo) 代 入 y= 二 er 和 y= 二 ewx 有 yo 二 ew 二 ew xo. 从 而 zo 二 1, 故 k= 二 e, 所 以 


ee 


0 1 0 
A | erdz+ | (er—er)dr =e’ 
SE 0 一 


图 5-22 图 5-23 


26. 求 由 下 列 已 知 曲线 所 围 成 的 图 形 , 按 指定 的 轴 旋 转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 : 
(1) ye 与 x 一 1,y 一 1 所 围 成 的 图 形 ,分 别 绕 工 轴 ,y 轴 ; 
(2) zz 十 (> 一 5)2 委 16, 绕 z 轴 . 


5.4 课 后 习题 解答 多 


解 (1) 画 草图 5-25(a). 


Fre 3 


i 
«| (er)*dr—x= 
0 


V, = x(e— Da (lny)*dy = x(e— Db-s[ ny| -2 msdy] 


和 6 一 他 *[e 2yln | [+ dy] r(e 一 1) 一 x[e 一 2e 十 2e 一 2] = 


一 -8 | 


%* 


(a) (b) 
图 5-25 


(2) 画 草图 5-25(b). 
矿 三 | (5 十 VI6— x ) ers| (5 一 VIi6—z7) dz = 20«| V16 一 好 dz 
一 -4 


一 20r。 对 一 160r. 
27. 求 曲 线 y=4 一 x? 及 y 一 0 所 围 成 的 图 形 绕 直线 + 二 3 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 . 
解 夯 草 图 5-26, 取 y 为 积分 变量 ,yE[0,.4]. 由 前 面 常 用 的 方法 ,所 
求 体积 为 曲 边 梯形 ABDE 绕 z+ 二 3 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 V: 减 去 由 曲 边 
梯形 ACDE 绕 z 一 3 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 Vi ,其 体积 元 素 分 别 为 
dyVz = (3 十 VE—y) "dy，dV = r(3 一 V4 一 y) dy. 
所 求 体积 为 


V=V =r 3+ Vy) dy | (3— Vy) dy 
= 12x|' V4 一 ydy 一 64x. 


图 5-26 


注 (1) 此 题 的 旋转 轴 不 是 > 轴 :而 是 直线 zx 一 3, 因 此 ,在 确定 体积 元 素 dV 时 ,旋转 半径 不 是 曲 边 到 y 
轴 的 距离 ,而 是 曲 边 到 直线 x==3 的 距离 . 

(2) 此 题 也 可 看 成 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 情况 . 解法 如 下 : 

过 y 轴 上 一 点 y(0 二 y 二 4) 作 垂直 于 y 轴 的 平行 截面 , 截 得 一 个 圆 环 面 ,其 面积 为 

A(W= A(3— zx) —r3— rx) =a(3+ VETy) —a(3— VE 一 本) 
一 12xV4 一 y， 

所 求 体积 为 | away | 12r VI say 647. 

28. 设 抛物 线 工 :y 一 一 6z2 十 ae(a 二 0:0 二 0) ,确定 常数 a,b 的 值 ,使 得 

(1) 工 与 直线 y 一 x 十 1 相 切 ; 

(2) 工 与 x 轴 所 围 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 最 大 . 

解 (1) 设 切 点 为 Cz ,1 十 zm). 因 为 y 一 一 20r, 所 以 一 20m 二 1, 又 (zo,1 十 zo) 在 抛物 线 上 ,所 以 1 十 mm 一 
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—2bzo =1, , 1 
一 bz 十 4, 由 , 解 得 a 二 1 一 方 -. 
1 十 zo 一 一 pzg 十 a 4 


(2) 工 与 x 轴 所 围 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 为 


a pi a 2 
V | x 二 Ydy [aa Wa— ydy= 4x(1—a) 5 2xa’(1—a), 
o o 


3 
下 

29. 已 知 生产 某 产品 zz 单位 时 的 边际 收入 为 R'(zx) 二 100 一 2r( 元 /单位 ), 求生 产 40 单位 时 的 总 收入 
及 平均 收入 , 并 求 再 增加 生产 10 个 单位 时 所 增加 的 总 收入 . 


解 由 变 上 限定 积分 公式 RCz) 二 | RDdy 直接 求 出 


V 2x(3a? 一 24), 令 V' 二 0, 得 a 了, 于 是 


40 40 
R(40) | (100—27)dr = (1007r — xz’) 2400( 元 )， 
0 0 


可 R(40) _ 2400 _ 二 
FF 均 收 入 0 = 0 一 60( 元 )。 
在 生产 40 单位 后 再 生产 10 单位 所 增加 的 总 收入 可 由 增 量 公式 求 得 


50 50 5 
AR = R(50) — R(40) = | R’'(z)dzr i (100—2z)dzr = (1007x — zx’*) 
40 40 4 


100( 元 ). 


30. 已 知 某 产品 的 边际 收入 R'(z) 二 25 一 2t, 边 际 成 本 C(x) 二 13 一 4z, 固 定 成 本 为 Co 二 10, 求 当 z=5 
时 的 毛利 和 纯利 . 
解 方法 一 ”由 边际 利润 L(x) = R'(x) 一 C(x) 一 (25 一 2z) 一 (13 一 4z) = 12 十 2x. 


I 5 5 
可 求 得 z=5 时 的 毛利 为 | L’(Dd [| (12 十 20)dt = (12t+e) 85; 
o o 0 
5 
当 zx 二 5 时 的 纯利 为 L(5) -| L'(Ddi— Co = 85—10= 75. 
o 
5 5 5 
方法 二 总 收入 R(5) = | R’' (Dd =| (25—22)dt = (25t—£:)| = 100, 
0 o 0 


5 5 
总 成 本 C(5) = | Ca 二 Co | (13 一 4t)d 十 10 一 (13t 一 22) 
0 0 


“十 10 二 25, 所 以 纯利 为 


L(5) = R(5)—C(5) = 100—25 = 75， 

毛利 L(5) 十 Co = 75 十 10 = 85. 

31. 已 知 需 求 函数 D(Q)=(Q 一 5): 和 消费 函数 S(Q) 二 @ 十 Q 十 3. 求 : 

(1) 平衡 点 ; (2) 平衡 点 处 的 消费 者 剩余 ; (3) 平衡 点 处 的 生产 者 剩余 . 

解 (1) 为 了 求 平衡 点 , 令 D(Q) 二 S(Q) ,并 求解 如 下 方程 (Q 一 5)? 二 3 十 Q 十 3, 解 之 得 Q = 2, 即 
Q'" ==2. 把 Q=2 代 入 D(Q®), 则 P* = D(2) = (2 一 5)* = 9, 因 此 ,平衡 点 是 (2,9). 

(2) 平衡 点 处 的 消费 者 剩余 是 


f° pw Pp*Q* [We 5)?dQ—2.9 2 
(3) 平衡 点 处 的 生产 者 剩余 是 


Po snaa 2X9 | re+ada 18 (全 + 全 +sQ]| 


2 


0 


自 测 题 5 答案 


6 6 
1. 解 GD | empdz 一 | yo dy fC27) 


sb 


- [fC2D — FC2a)]; 


ty | (3+ VIT cos zsinr)dr 一 2 [dart |, VI cos zsinrdz = 3x+ 0 = 3xi 
全 


5.4 课 后 习题 解答 仿 


df 1 着 0 0 
(3) 本 (| 5 zcosidi +| tcostdr ) = (zj 本 cosrd') 一 2» COstdt — 2zx’ cosz 
x 0 z 工 
0 
sint 2z2cosz sinz? 一 2z2cosz25 
+ 
2 
， 广 aretanz | ij, . (arctanz) zc 
4) Ta arctanrdarctanz 一 i; 
地 2 
全 | I ( 3 12c 一 3' 解 得 < 


2. 解 (1) 因为 3 一 z<<4 时 Inz> 1 所 以 mz<intz, 故 | zdr<| lntzdz, 即 厂 一 也, 故 选 B. 


2 
六 | coste dt 


0 


2 
2 2 
人 cos dt 
| 9 2z 一 2zcosz: 


(2) 因为 lim 名 一 lim 


Bg(X) 0 win Ee Ed a 10z? 
Ls 
= lim 1 一 cosz- _ lim 1 
0 57s 0 578 10” 


所 以 f(z) 是 g(x) 的 同 阶 但 非 等 价 无 穷 小 . 故 选 B. 
(3) F'(x) = (J /Ode) 二 一 ef(e™*) 一 2zf(x?), 故 选 A. 


Es 3 a b 
(4) 设 F(x) | f(D de+ [ 5 下 则 F(a) = 上 | TDd 二 OFCO) -| f(Ddt 二 0, 由 零点 存在 定 


理 得 F(Cz) = 0 在 区 间 (o.0) 内 的 至 少 有 一 根 , 而 已 Cz) = AD+TE5 > ,F(Cz) 单调 增 , 所 以 只 有 一 根 ， 
故 选 B. 

(5) 因为 /Cz) 在 [a, 杂 上 连续 ,| 7(z)dz 存 在 . 但 | /GDdz 存 在 ,f(z) 在 [a.6] 上 不 一 定 连续 ,有 可 能 
有 有 限 个 间断 点 . 故 选 B. 


2 
和 


3 
sinz tdt 3 2 _ 
3. 解 (1) lim 二 TO lim 12 = 1 


> Z(Z 一 sinz) 工 一 Sin7 1 一 cosz 一 0 SinT 
= pr 0 0 0 


(2) 由 于 VIT 二 一 1 一 去 局 ， 则 


sin2z sin2 
1 | a 上 人 0 | ES *» 2sinzcosz 
im lim 
™ Vi+t+x—1 i Ey 2 
2 


In(1+u)~u 1 sin’ x * 2sinrcosz 
im 3 
0 2z 


到 


2 
| a ed 
0 


2 
,小 wa)] 16e 24e +12| te'dt 
0 


4 一 2 
4. 解 GD | esdz 二 二 - [这 
0 0 


2 2 
?ef 2tdt 2| etdt 2(2 e 
0 0 


2[se 3(2e 


一 一 8e: 十 12(te' 一 e) 


一 4e 十 12. 


0 


;| z+[z | 


[dtr) 
2 于 六 | a de | 


中 | 全 
dz+ dz 一 0 十 2 二 


2+ 2 十 入 


2 
一 ln(2 十 袜 ) 


0 


= ln6 一 ln2 = ln3. 
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(3) 『 VT = 下 星 


Pr 2 国 
os 到 | 上 [ vacos Ear+| Vacos dr 
o x 


ph pe 
2V2 (sin | + 


2x 
) 4V2. 
5. 设 1= 二 xz 一 1, 则 dz = di, 于 是 


| /Cz— Dar=| /oq=| Geod 二 | ed 1+1Lx er| =2 1 
+ Ey 全 8 gtsX's 7 


6. 解 面积 微 元 : (1) xE[ 一 2,0],dA1 二 (x 一 6x 一 x?)dr,(2) x€E[0,3],dAs = 二 (x? 一 x 十 67)dzx. 故 


0 t 3 
所 求 面积 为 A | ,dA + | dAs Le 62 dz 十 | (+6r)r = 加 
, S 


y=2—zx? 


7. 解 、 解 方程 组 求 交点 : | “得 交点 坐标 A(1,1). 


Y= 


从 而 可 求 得 绕 zx 轴 和 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 体积 


1 1 
Ws «| (2= «| mdz «| t= As «(4 Sx + 5 ) 
0 o 0 
5 


: ” 1 8 1 te 1 
Vs yay + [Ee y)dy 3 ,+ (2 a ) ， 3 癌 6 


8. 解 1(z)=z(1 十 2lnz) , 令 了 (z) 一 0, 得 驻 点 zx=0,z=e-2s6.03, 且 了 (z) 在 [1,e] 是 恒 大 于 0， 
故 ICz) 在 L1,e] 上 单调 增加 . 
当 z= 二 1 时 ,I1(x) 取 最 小 值 ,最 小 值 为 1(1) = 二 0; 当 z= 二 e 时 ,1(z) 取 最 大 值 ,最 大 值 为 TCe)， 


Beye tala fa Fan)dt = le l te 由 = 
即 最 大 值 I(e)==@ ,最 小 值 1(1)==0. 
9. 证 明 因为 /(x) 是 以 2 为 周期 的 周期 画 数 ,所 以 | /C0dr = | /COdr, 于 是 


* 1 ， 
+2 (em 


2 


"十 2 2 
ccz+2=2| Fod 一 cz+2) | f(Dd 
0 0 


下 Tt2 2 2 
=2| /at2| /dr—z| Food 一 ?| fd 
0 = 0 0 


2 f(Ddt H fd z] f(Ddt ?| f(Ddt 


2 fd 了 GD)d = G(z)， 
即 GCz) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 


